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m die Beftledigung gelffigeranzumenden. Durch) den billigen Preis ermög⸗ 
lichen ſie es tatſächlich jedem, auch dem wenig Begüterten, ſich eine Bücherei 
zu ſchaſſen, die das für ihn Wertvollſte Aus Natur und Geiſteswelt vereinigt. 
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Vorwort. 


„Das vorliegende Büchelchen gibt eine Auswahl von mathematiſchen 
Spielen, und zwar ſolche, die mir einerſeits beſonderes Intereſſe zu ver⸗ 
dienen ſchienen, andererſeits ſich für diejenige Darſtellung eigneten, die 
ich mir für dieſes Buch vorgeſetzt hatte. Um nämlich niemanden, auch 
den der Mathematik völlig Unkundigen, von der Lektüre auszuſchließen, 
habe ich nirgends irgendwelche mathematiſchen Kenntniſſe beim Leſer 
vorausgeſetzt. Die durch dieſe Rückſicht bedingte Darſtellung geſtaltete 
ſich zwar an einzelnen Stellen etwas breiter, während an anderen 
wenigen Stellen auf ſtrenge Beweisführung verzichtet werden mußte. 
Ich hoffe jedoch, daß man dieſe Mängel nicht als erheblich empfinden, 
ſondern ſie mit dem gewonnenen Vorteil einer im weiteſten Sinne 
populären Darſtellung entſchuldigen wird.“ 

Mit dieſen Worten wurde das Programm der erſten Auflage dieſes 
Buches (1907) im damaligen Vorwort gekennzeichnet. Die zweite Aus⸗ 
gabe (1910/1911) erfuhr ſodann eine Erweiterung durch ein neues 
Kapitel: „Mathematiſche Trugſchlüſſe“, und hierfür mußte natürlich 
der in den übrigen Kapiteln befolgte Grundſatz, der mathematiſchen 
Kunſtſprache durchaus zu entraten, preisgegeben werden. Beruhen doch 
dieſe Trugſchlüſſe in der Hauptſache gerade auf unrichtiger Handhabung 
der mathematiſchen Technik. Derjenige Leſer, der über keinerlei 
mathematiſche Kenntniſſe verfügt, wird alſo auf dieſes Kapitel IX, das 
übrigens von der dritten Auflage (1916) ab nech eine Erweiterung 
erfahren hat, im weſentlichen verzichten müſſen. 

Um das Mitarbeiten des Leſers mehr zu beleben, ſind dem Text 
einige fortlaufend durch das Buch numerierte Fragen beigegeben, die 
durchweg ſo einfach ſind, daß der Leſer, der mit Verſtändnis gefolgt 
iſt, ſie ſelbſtändig beantworten wird. Die am Schluſſe gegebenen Ant⸗ 
worten ſollen daher mehr der Beruhigung des Leſers als der Befrie⸗ 
digung eines Bedürfniſſes dienen. In höherem Grade wird vielen Leſern 
eine Beſprechung („Aufdeckung“) der Trugſchlüſſe erwünſcht ſein, und 
dieſe iſt daher denn gleichfalls in jenem Schlußabſchnitt „Beantwor⸗ 
tung der Fragen“ gegeben. 

1 k 


4 Vorwort 


Gegenüber der dritten Auflage, die, obſchon nahezu ebenſo ſtark wie 
die beiden erſten zuſammengenommen, in ziemlich kurzer Zeit ver⸗ 
ſchwunden iſt, konnte die jetzige, vierte Ausgabe eine nennenswerte 
Umfangsvermehrung ſchon aus äußeren Gründen nicht mehr erfahren. 
Vielmehr mußten ſogar einige kleinere Partien, die niemand vermiſſen 
wird, geſtrichen werden, um insbeſondere für eine Anzahl neuer Bilder, 
die manchen Leſern, wie ich hoffe, nicht unerwünſcht ſein werden, Raum 
zu ſchaffen. Auch die aus einem anderen (äußeren) Grunde vorgenom⸗ 
mene Neubearbeitung von Kapitel VIII, § 3, brachte erwünſchten 
Raumgewinn. 

Wer eine eingehendere und gründlichere Behandlung dieſes ganzen 
Gebietes mit ausführlichen geſchichtlichen und literariſchen Angaben 
ſucht, findet dieſe in meinen im gleichem Verlage erſchienenen „Mathe⸗ 
matiſchen Unterhaltungen und Spielen“, die gegenwärtig in zweiter 
und zweibändiger Ausgabe vorliegen. Dort haben ſämtliche in dieſem 
kleinen Buche beſprochenen Gegenſtände neben zahlreichen anderen 
Themen eine ausführliche Behandlung erfahren mit alleiniger Aus⸗ 
nahme der „Trugſchlüſſe Der für Dinge dieſer letzteren Art beſon⸗ 
ders intereſſierte Leſer findet übrigens manche andere, hiermit ver⸗ 
wandte Fragen in meinem Buche „Altes und Neues aus der Unter⸗ 
haltungsmathematik“ (Berlin 1918), und zwar in Kapitel VIII dort, 
behandelt. 


Roſtock z. Zt. Arendſee) in Meckl., den 6. Juli 1918. 
W. Ahrens. 
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Das, follte ich meynen, ließe ſich wohl aus der Erfahrung 
darihun, daß auch bei Vielen, die nie den Namen Mathe⸗ 
matit gehört haben, eine große Menge von Vergnũgungen 
mathematiſch ift. Alle Spiele, die ungleich voll von Nad- 
denken, in langer Ordnung vom Schach bis tief unter das 
Pochen hinunter gehen, vergnügen, weil man beğ ihnen rechnet, 
und Fontenelle hat fie lãngſt für eine natürliche Algebra erklärt. 


A. G. Käſt ner. 

„Über den Werth der Mathematik, wenn 
man fie als einen Zeitvertreib betrachtet. 
Gef. ſchönwiſſenſch. Werke III. 
Berlin 1841. p. 83. 


Einleitung. 


Mit „Spiel“ pflegen wir eine Beſchäftigung zu bezeichnen, die wir 
nicht eines beſtimmten nützlichen Zweckes wegen, ſondern lediglich zu 
unſerer Unterhaltung, unſerem Vergnügen, unſerer Zerſtreuung, un⸗ 
ſerer Erbauung entweder ſelbſt vornehmen oder von anderen vorneh⸗ 
men laſſen. Wir ſprechen ſo von dem „Spiel“ der Kinder, dem „Spiel“ 
des Muſfikers, dem „Spiel“ auf dem Theater uſw. 

Daß das Spiel oft auch einen bildenden Wert, ſelbſt einen bedeu⸗ 
tenden bildenden Wert hat, widerſpricht unſerer Definition durchaus 
nicht; man darf vielmehr, wie dies geſchehen iſt, in gewiſſem Sinne 
die Wiſſenſchaft ſelbſt als ein „Spiel“ bezeichnen. — Das vorliegende 
Büchelchen enthält nur Spiele und erwartet vom Leſer, daß er mit⸗ 
ſpielt. Ein Teil der darin behandelten Spiele erfordert, wenn dies auch 
keineswegs ein Erfordernis des Spiels an ſich iſt, bei praktiſcher Ausfüh⸗ 
rung die Beteiligung von mindeſtens einer zweiten Perſon und kommt 
dann zumeiſt auf einen Wettſtreit zwiſchen den beiden Spielenden hinaus. 

Während dem Spielenden an ſich ein beſtimmtes Ziel nicht vorzu⸗ 
ſchweben braucht, iſt dies bei vielen Spielen und bei den im vorlie⸗ 
genden Buche behandelten ausſchließlich der Fall. Die Erreichung die⸗ 
ſes Zieles kann, wie bei den reinen Glücksspielen, lediglich vom Zufall 
abhängen, ſie kann aber auch bedingt ſein durch manuelle Fertigkeiten 
oder durch eine geiſtige Leiſtung. Bei vielen Spielen — ich nenne 
als Beiſpiel das Billard — wird das Ergebnis durch das Zuſammen⸗ 
wirken dieſer verſchiedenen Faktoren, von denen je nach Lage des Falles 
der eine mit größerer, der andere mit geringerer Stärke wirken wird, 
beſtimmt werden. 

Als „mathematiſch“ wird man ein Spiel nun dann zu bezeichnen 
haben, wenn es zu ſeiner Ausübung eine geiſtige Tätigkeit erfordert, 
bei der Methoden und Schlußweiſen nach Art der in der Mathematik 
üblichen zur Anwendung gelangen oder doch bei verſtändigem Spiel⸗ 
betrieb gelangen müſſen. Der mathematiſche Charakter des Spiels 
wird um ſo vollkommener ſein, je mehr ſolche mathematiſchen Denk⸗ 
prozeſſe und Normen das ganze Spiel für ſich allein beherrſchen. Die 
mathematiſche Behandlung eines Spiels iſt nätürlich — ebenſo wie 
auch die Mathematik ſelbſt — nicht unbedingt an eine beſtimmte tech⸗ 
niſche Sprache, dargeſtellt durch Zeichen, Formeln uſw., gebunden. 
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Dieſe Dinge find vielmehr ſtets nur aus Rüdfichten geiſtiger Okono⸗ 
mie geſchaffen und daher allerdings, insbeſondere bei den ſchwierigeren 
Fragen der mathematiſchen Wiſſenſchaften, dem menſchlichen Geiſte, 
der die verborgenen Wahrheiten nicht unmittelbar zu erkennen ver⸗ 
mag, ſondern zu ihnen nur unter Benutzung geiſtiger Krücken vorzu⸗ 
dringen in der Lage iſt, abſolut unentbehrlich und ſind bis zu dem 
Grade wichtig, daß zweckmäßige Feſtſetzungen in dieſen Außerlichkeiten 
ſogar ausſchlaggebend für die ganze weitere Entwickelung des betreffen⸗ 
den Wiſſenſchaftsgebietes werden können. Für die hier behandelten 
Materien, die ausſchließlich von der allerelementarſten Art ſind, können 
wir jedoch von einer techniſch⸗mathematiſchen Darſtellungsweiſe — 
außer im letzten Kapitel, das überhaupt eine Sonderſtellung in dem 
Buche einnimmt, — abſehen, ohne uns einen erheblichen Zwang anzutun. 

Es ſei geſtattet, das Weſen eines mathematiſchen Spiels an einem 
Beiſpiel zu erläutern, wofür wir das in Kapitel VI behandelte „Nim“⸗ 
Spiel wählen wollen: Eine relativ einfache Theorie, die, wenn auch 
ohne die eigentliche Kunſtſprache des Mathematikers darſtellbar, von 
ausgeprägt „mathematiſchem“ Charakter iſt, lehrt, daß es ein unbedingt 
zum Siege führendes Verfahren gibt, durch das in der großen Mehr⸗ 
zahl der Fälle der anziehende Spieler ſich — ſogar bereits mit dem 
erſten Zuge — den Sieg ſichern kann. Die Kenntnis dieſer Theorie 
verſchafft daher dem Spielenden gegenüber einem der Theorie unkundi⸗ 
gen Gegner, mag dieſer an ſich in dergleichen Spielen nicht ungeübt 
und ſelbſt ſcharffinnig ſein, zunächſt eine Überlegenheit, die der einer 
mit den modernſten Feuerwaffen ausgerüſteten Truppe gegenüber einem 
Haufen mit Pfeil und Bogen bewaffneter Wilden gleichkommt. Falls 
beide Spieler die mathematiſche Spieltheorie kennen und fehlerfrei 
handhaben, hängt der Ausgang des Spiels nur noch von der Anfangs⸗ 
ſtellung ab, und, da die Spielenden die Beſtimmung dieſer dem Zu⸗ 
fall überlaſſen werden, ſo würde das Spiel damit den Charakter eines 
reinen Glücksſpiels annehmen, womit zugleich die praktiſche Durch⸗ 
führung der Spielpartien allen Reiz verlieren würde. Als Spiel ver⸗ 
mag uns das „Nim“ daher höchſtens ſolange zu feſſeln, als wir das ma⸗ 
thematiſche Prinzip noch nicht erkannt haben, und das Intereſſe, das 
dieſer Gegenſtand unter allen Umſtänden verdient, liegt vorzugsweiſe 
in feiner ingeniöſen mathematiſchen Theorie begründet. 

Es ſind nun durchaus nicht etwa gerade die komplizierteſten Spiele, 
die vom mathematiſchen Standpunkte das größte Intereſſe verdienen; 
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denn eine abſchließende, alle überhaupt möglichen Fälle umfaſſende 
Theorie iſt für ſolche Spiele, unter denen das Schach als das wohl 
komplizierteſte und jedenfalls bilderreichſte obenan ſteht, kaum denk⸗ 
bar, wir meinen eine Theorie, die genau für jede nur denkbare Po⸗ 
ſition den abſolut beſten Zug angeben würde und die etwa als Re⸗ 
ſultat ergeben würde, daß der Anziehende ſtets ſiegen muß oder, was 
wohl wahrſcheinlicher iſt, die Partie ſtets unentſchieden machen kann. 
Zwar iſt verſchiedentlich verſucht worden, auch die Mathematik der 
Schachtheorie dienſtbar zu machen, jedoch wird man dieſe Verſuche 
als mißlungen anſehen dürfen, ſoweit es ſich um die „Theorie“ in 
dem ſoeben erläuterten Sinne handelt. Denn was ſoll man überhaupt 
unter einer „mathematiſchen“ Behandlung der Schachtheorie verſtehen? 
Eine ſolche müßte ſich von der Schachtheorie im gewöhnlichen Sinne 
doch zunächſt jedenfalls dadurch unterſcheiden, daß ſie alle bei einer ge⸗ 
gebenen Stellung überhaupt nur möglichen Züge in den Bereich ihrer 
Erwägungen zöge; dies überſteigt aber wohl menſchliches Können über⸗ 
haupt. Iſt doch, um nur ein Beiſpiel anzuführen, die Zahl aller ver⸗ 
ſchiedenen, nach 2 Zügen (2 von jeder Seite) möglichen Poſitionen 
bereits größer als 70000, wenn auch die meiſten dieſer Kombina⸗ 
tionen mehr oder minder fehlerhafte Züge enthalten werden, und vor⸗ 
läufig erſcheint es jedenfalls ganz ausſichtslos, durch Benutzung ſpezi⸗ 
fiſch mathematiſcher Hilfsmittel oder Denkprozeſſe für ein ſolches er⸗ 
ſchöpfend analytiſches Verfahren eine erhebliche Abkürzung zu erreichen. 
Vielmehr würde, wenn man etwa an die Stelle der einfachen und 
überſichtlichen Gangarten der Figuren, des Mat uſw. komplizierte 
Formeln ſetzen und mit dieſen gewiſſe Rechnungs⸗Algorithmen aus⸗ 
bilden wollte in der Weiſe, wie dies teilweiſe verſucht iſt, Arthur 
Schopenhauer nur recht bekommen mit ſeinem bekannten Ausſpruch, 
daß der Mathematiker einem Menſchen gleiche, der ſich ſeine geſunden 
Beine abſchneide, um ſich ſtatt deren hölzerne anſetzen zu laſſen, — ſo 
unberechtigt dies Wort des mathematikerfeindlichen und wenig mathe⸗ 
matikverſtändigen Philoſophen auch ſonſt iſt. Eine vollſtändig er⸗ 
ſchöpfende Berückſichtigung aller nur möglichen Kombinationen würde 
dem praktiſchen Schachſpieler übrigens einen unverhältnismäßigen 
Aufwand an Zeit und Kraft bedeuten, vielmehr ſcheidet ſein taktiſcher 
Blick eine große Zahl offenbar fehlerhafter oder wertloſer Züge von 
vornherein aus und läßt ihn ſeine ganze Kraft denjenigen zuwenden, 
die im Bereich des Zweckmäßigen liegen und deren Konſequenzen da⸗ 
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her ſo weit wie möglich zu verfolgen find: er gleicht einem Wanderer, 
der auf ſeiner Wanderſchaft eine große Stadt paſſiert und ſich ein Bild 
von dieſer verſchafft, indem er der Flucht der Hauptſtraßen folgt, Lage 
und Ausſehen der hervorragendſten und merkwürdigſten Gebäude ſich 
genau einprägt und dann ſeine Wanderſchaft fortſetzt, während ein 
anderer ſich vornimmt, die Stadt nicht früher zu verlaſſen, als bis er 
jede, auch die offenbar unbedeutendſte Straße paſſiert und jedes einzelne 
Haus betrachtet hat, wobei er allerdings vielleicht einmal eine Merk⸗ 
würdigkeit entdecken wird, die dem erſteren entging. andererſeits aber 
von Zeit zu Zeit ſich in Sackgaſſen feſtrennt und einen unverhältnis⸗ 
mäßig viel längeren Aufenthalt nehmen muß oder überhaupt ganz 
hängen bleibt. So iſt das Schachſpiel zwar, da manuelle Fertigkeiten 
dabei gar keine Rolle ſpielen und auch die Macht des Zufalls ſo gut 
wie vollſtändig ausgeſchaltet wird, ein rein geiſtiges, rein logiſches 
und doch kein mathematiſches oder wenigſtens nur ein recht un⸗ 
vollkommen mathematiſches Spiel. Das „königliche Spiel“ würde auch 
keine ſo große Gemeinde von Jüngern und Verehrern zählen und 
ſich durch die vielen Jahrhunderte hindurch nicht in jugendlich⸗reiz⸗ 
voller Friſche erhalten haben, wenn nicht durch die unermeßlich große 
Zahl von Kombinationen einer abſchließenden Behandlung vorgebeugt 
wäre, und auch vermittelſt der ihr eigenen Hilfsmittel wird es der 
Mathematik, wie ſchon geſagt wurde, wohl nie gelingen, das Schach 
des Reizes, den es als Spiel ausübt, zu entkleiden. 

Ein Beiſpiel eines Spiels, das gleichfalls — wenigſtens in Deutſch⸗ 
land — auf den 64 Feldern des Schachbretts geſpielt wird und für 
das eine abſchließende Theorie reſp. Analyſe leicht gegeben werden 
kann, iſt das unter dem Namen „Schaf und Wolf“ bekannte. Für 
dieſes unvergleichlich viel einfachere und nicht im entfernteſten ſo ab⸗ 
wechſelungsvolle Spiel läßt fih unter Berückſichtigung aller überhaupt 
möglichen Fälle zeigen, daß und wie der Führer der als „Schafe“ be⸗ 
zeichneten Steine ſtets gewinnen muß, ein Beweis, den man führt, 
indem man eine erſchöpfende Liſte aller nur möglichen Fälle in zweck⸗ 
mäßig ſyſtematiſcher Anordnung aufſtellt und für jeden Fall den reſp. 
die richtigen Züge angibt. Vom Standpunkt des Mathematikers bietet 
dies Verfahren übrigens kein beſonderes Intereſſe, da keinerlei der 
Mathematik beſonders eigentümliche Schlußweiſen dabei zur Anwen⸗ 
dung kommen, das Verfahren vielmehr faſt einer Art von Statiſtik 
mehr ähnelt als einem mathematiſchen. 
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Kapitel J. 
Wettſpringen. 


Wir beginnen mit einem ganz beſonders einfachen Spiel, dem fol⸗ 
genden: 

Eine Perſon A nennt eine beliebige Sahl, jedoch höchſtens 

10; eine zweite Perſon, B, nennt darauf eine größere Sahl, 

die mindeſtens um J und höchſtens um 10 größer ift als die 

von A genannte. Dann nennt wieder A eine Sahl, die min⸗ 

deftens um J und höchſtens um 10 größer ift als die zuvor 

von B genannte, und fo abwechſelnd fort. Sieger ift derjenige, 

der gerade 100 erreicht. Cäßt fich der Sieg erzwingen und ge- 
gebenenfalls: wie und von welchem der beiden Spieler? 


Man kann dem Spiel natürlich auch etwa folgende, anſchaulichere 
Einkleidung geben: 


Swei Knaben A und B, von denen jeder höchſtens 10 Fuß 
weit zu ſpringen vermag, wollen in abwechſelndem Sprunge 
eine gegebene Bahn von 100 Fuß Länge zurücklegen und da⸗ 
bei folgende Regeln beobachten: Jeder muß jedesmal min⸗ 
deſtens J Fuß weit ſpringen. A beginnt, und B ſpringt alsdann 
von der Stelle aus, bis zu der A gekommen iſt, dieſer wieder 
von der Stelle ab, bis zu der B kam, uſw. (Hierbei wird je⸗ 
doch, wenn die Sprungweite ſich nach Bruchteilen von Fuß 
mißt, nur die nächſtkleinere ganze Sahl gerechnet, z. B. ſtatt 
5%, F. nur 5 F.) Sieger ift derjenige, der gerade das Ende 
der Bahn erreicht. 


Nach wenigen Verſuchen bemerken die Spieler, daß der Zielpunkt 
100 mit Sicherheit für denjenigen erreichbar iſt, der zuvor auf 89 
gelangt iſt (ſ. die umſtehende Fig. 1). Denn wenn der eine, jagen wir A, 
gerade bis 89 gekommen ift, jo trennt den Gegner B vom Ziel noch eine 
Diſtanz, die ſeine maximale Leiſtungsfähigkeit noch um 1 Fuß überſteigt. 
B ſelbſt kann alſo mit dem nächſten Sprunge das Ziel nicht erreichen; 
andererſeits iſt er aber nach der Spielregel verpflichtet, mindeſtens 
1 Fuß weit zu ſpringen. Mag er nun bis 90, 91, 92... oder im 
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äußerſten Falle bis 99 ſpringen: in jedem Falle kann A mit dem 
nächſten Sprunge das Ziel erreichen. : _ 

Iſt nun das Ziel 100 von 89 aus mit Sicherheit zu erreichen, jo 
iſt 89 wieder von 78 aus unbedingt zu erreichen, und ſo geht dies 
offenbar fort durch Stufen von je 11, alſo durch 67, 56 ... hindurch 
bis zu 12 und ſchließlich zu 1. Hieraus folgt, daß der Sieg er⸗ 
zwungen werden kann, und zwar von demjenigen, der bei dem 
Spiel beginnt. Er muß nur zuerſt 1 Fuß weit ſpringen, beim näch⸗ 


0 Fig. 1 78 25 700 


ften Male auf Punkt 12 kommen, dann auf 23 uſw. bis 78, 89 und 
ſchließlich 100. ö 

Offenbar läßt ſich das Spiel auch dann, wenn für die Länge der 
Sprungbahn, ft wie für die maximale und minimale Sprungweite der 
beiden Spielenden andere Zahlenwerte feſtgeſetzt werden, entſprechend 
durchführen. Die Diſtanz der Stufen, nach denen man fortzuſchreiten 
hat, um den Sieg zu erzwingen — in unſerem Falle 11 — iſt, wie 
leicht zu ſehen, ſtets ebenſo groß wie die maximale und minimale 
Sprungweite des einzelnen zuſammengenommen (in unſerem Falle 
10 + 1 = 11). Iſt daher die Länge der Sprungbahn zufällig ein 
Vielfaches dieſer Stufendiſtanz, fo kann mithin der Sieg von dem ber 
ginnenden Spieler (A) nicht mehr erzwungen werden, wohl aber als⸗ 
dann von dem zweiten Spieler (B). Wenn die Bahn z. B. 99 Fuß 
lang und im übrigen alles wie in dem obigen Falle iſt, ſo mag A 
beginnen, wie er will: B kann mit ſeinem erſten Sprunge auf 11 
gelangen, mit feinem zweiten dann auf 22, ... mit feinem neunten 
auf 99 und hat damit den Sieg erzwungen. 

Frage 1: Die Länge der Sprungbahn beträgt 200 Fuß; im übri⸗ 
gen iſt alles wie im erſten Falle oben. A glaubt irrtümlicherweiſe, 
zunächſt wieder (wie im erſten Falle) auf 1 ſpringen zu müſſen; wie 
muß B fortfahren, um den Sieg zu erzwingen? 

Frage 2: Wer kann den Sieg erzwingen, wenn der maximale 
Sprung des einzelnen 8 Fuß beträgt, als Minimum wieder 1 Juß 
feſtgeſetzt iſt und die Bahn 90 Fuß lang iſt, und wie iſt zu verfahren? 

Frage 3: Wer kann den Sieg erzwingen, wenn der maximale 
Sprung 17 dm, der minimale 1 dm und die Bahnlänge 150 dm beträgt? 

Frage 4: Wer kann den Sieg erzwingen, wenn der maximale 
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Sprung 10 Fuß beträgt, das Minimum auf 3 Fuß feſtgeſetzt wird 
und die Bahn 182 Fuß lang iſt? 

Frage 5: Der maximale Sprung ſei 9 Fuß, der minimale 2 Fuß, 
die Bahnlänge 100 Fuß. Als Sieger gilt derjenige, der den Gegner 
zwingt, zuerſt das Ziel zu erreichen oder auch zu überſchreiten.!) Wer 
kann den Sieg erzwingen? 


Kapitel II. 
Das Boß Puzzle oder Fünfzehnerſpiel. 
§ 1. Geſchichte und Beſchreibung des Spiels. 


In einem Spielſchrein, der dem deutſchen Kronprinzenpaare, dem 
ſpäteren Kaiſer Friedrich und ſeiner Gemahlin, zu ihrer am 25. Ja⸗ 
nuar 1883 begangenen Silberhochzeit vom Verein für deutſches Kunſt⸗ 
gewerbe als Ehrengabe dargebracht wurde, einem Meiſterwerk deut⸗ 
ſcher Kunſt, an dem mehr als 80 Künſtler und Kunſtgewerbler — 
Bildhauer, Architekten, Zeichenkünſtler, Metallinduſtrielle uſw. — 
unter Einſetzung ihres beſten Könnens mitgewirkt hatten, befindet ſich 
er einer beträchtlichen Anzahl von Spielen der verſchiedenſten Art 
iiſs, das gerade damals in den vorhergegangenen Jahren eine außer⸗ 
entlich große Verbreitung gefunden hatte und das daher in dem 
nprinzlichen Spielſchrein neben den mancherlei Karten⸗, Brett- und 
ſellſchaftsſpielen gewiß nicht fehlen durfte. Unſere umſtehende Fig. 2 
bt das prächtige Exemplar des Spielſchreins, den mit Einlegearbeit 
geſchmückten Ebenholzkaſten mit den 15 kunſtvoll verzierten Spielſtei⸗ 
nen darin, in getreuer, nur verkleinerter Nachbildung wieder. 

Das Spiel iſt im Jahre 1878 in Amerika erfunden; ſein Erfinder 
ſoll der geiſtvolle Sam Loyd geweſen ſein, der in der Schachwelt als 
hervorragender Schachproblemkomponiſt wohlbekannt iſt. Schon bald 
nach ſeiner Erfindung verbreitete das Spiel ſich, in den Ländern eng⸗ 
liſcher Zunge „Fifteenth Puzzle“, in Deutſchland „BoB Puzzle“ oder 
auch „Fünfzehner⸗Spiel“ und in Frankreich „jeu du taquin“ (Neck⸗ 
ſpiel) genannt, über die ganze ziviliſierte Erde und wurde in jenen 
erſten Jahren überall mit ſolchem Eifer geſpielt, wie wohl kaum ein 


Pe 


m 


1) Bei dieſer Frage allein ſoll alfo zwiſchen dem Erreichen und Über: 
ſchreiten des Ziels kein Unterſchied gemacht werden, während z. B. bei 
Frage 4 dieſer Unterſchied weſentlich ins Gewicht fällt. 
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Fig. 2. 
anderes Geduldſpiel je zuvor. So wird beiſpielsweiſe von Hamburg 
erzählt, daß man dort die kleinen Käſten mit den 15 Holzklötzchen 
ſelbſt in den Pferdebahnwagen erblicken und unruhige Hände darin 
ſchieben ſehen konnte, daß die Prinzipale in den Handelskontoren 
über das Puzzlefieber ihrer Angeſtellten in Verzweiflung gerieten 
und durch Anſchläge das Spielen während der Burequzeit aufs ftrengjte - 
verbieten mußten, daß große Turniere veranſtaltet wurden uſw. Selbſt 
im Sitzungsſaale des Deutſchen Reichstages, ſo erzählt Siegmund 
Günther, der hervorragende Geograph, Mathematiker und liberale 
Politiker, der in jenen Jahren, nämlich 1878—1884, dem hohen 
Hauſe angehörte, konnte man damals auf den Bänken an der Wand 
Abgeordnete aller Parteien ſehen, die den Reden keinerlei Aufmerk⸗ 
ſamkeit ſchenkten, dafür aber um fo eifriger „boß⸗puzzleten“. 
Die Aufgabe des Spiels!) beſteht in folgendem: 

Die 15, mit den Sahlen I—15 numerierten Steine werden 
in willkürlicher Reihenfolge in den Kaſten hineingelegt, und 
nun ſoll lediglich durch Derfchieben der Steine untereinander, 
wie dieſes ja infolge des einen leer gebliebenen Platzes möglich 
iſt, die in der nachſtehenden Figur 5 angegebene Stellung 

herbeigeführt werden. 


1) Das Spiel kann bezogen werden von den Züllchower Anſtalten (Di- 
rektor: Paftor Fritz Jahn), Züllchow bei Stettin (Nr. 840/11 des Preisver⸗ 
yeichnifjes, das u. a. eine ſyſtematiſch geordnete Zuſammenſtellung der ver- 
chiedenſten Spiele bietet). i 
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In vielen Fällen 
iſt es, wie wir ſehen 
werden, unmöglich, 
die geforderte Stel⸗ 
lung (Fig. 3), die 
wir die „normale“ 
nennen wollen!), 
herbeizuführen; wir 
werden alsdann fa- 
gen, die Aufgabe 
ſei „unlösbar“. Ob 
eine Aufgabe lös⸗ 
bar oder unlösbar 
iſt, wird lediglich 
von der Anfangs⸗ 
ſtellung abhängen. 
Wie entſcheiden wir 
nun, ob bei irgend⸗ 
einer uns gegebe⸗ 
nen Anfangsſtellung die Aufgabe lösbar oder unlösbar iſt, und wie 
erhalten wir im erſteren Falle die Löſung? 


Fig. 3. 


§ 2. Löſung der Aufgabe. 

Bevor wir die am Ende von § 1 anfgeworfenen Fragen zu beant⸗ 
worten ſuchen, bemerken wir zunächſt noch, daß wir auch die „Plätze“ 
oder „Felder“ des Brettes durch die Zahlen 1—16, entſprechend der 
Figur 3, unterſcheiden wollen, ſo daß alſo z. B. mit „Platz 4“ be⸗ 
ſtändig der Platz bezeichnet wird, den in Fig. 3, alſo in der „nor⸗ 
malen“ Stellung, der Stein 4 einnimmt, und „Platz 16“ der äußerſte 
Platz unten rechts heißt, der in Fig. 3 gerade leer iſt. Ferner wollen 
wir die wagerechten Reihen kurz „Zeilen“, die lotrechten kurz „Spal⸗ 
ten“ nennen und erſtere von oben nach unten als erſte, zweite, dritte, 
vierte und letztere ebenſo, von links nach rechts gerechnet, unterſcheiden. 

Wir denken uns nun eine beliebige Anfangsſtellung und verſuchen, 

1) Daß auch unſere Fig. 2 eigentlich die „normale“ Endſtellung bereits 
zeigt und dieſe jedenfalls aus ihr ſofort durch Verſchieben der Steine 4, 8, 
12 herzuſtellen iſt, braucht nicht erſt bemerkt zu werden. 


16 Kap. II. Das Boß Puzzle oder Fünfzehnerſpiel 


ob wir aus ihr durch Verſchieben der Steine die normale Stellung 
(Fig. 3) erhalten können. Zu dem Zweck wollen wir folgendermaßert 
verfahren: Zunächſt bringe man den Stein 1 auf Platz 1, falls er 
nicht etwa ſchon zufällig dort ſteht, und ſodann, ohne 1 wieder zu 
verſchieben, den Stein 2 auf Platz 2. Dies beides iſt, wie leicht er⸗ 
kannt wird, durch verhältnismäßig wenig Verſchiebungen ſtets zu er⸗ 
reichen. — Sodann kann man, ohne an der erſten Zeile etwas zu 
verſchieben, leicht die Steine 3 und 4 in das von der dritten und 
vierten Spalte eingenommene achtfeldrige Gebiet bringen, wofern die 
Steine nicht ſchon in dieſem Gebiet ſtanden. Auf jeden Fall dürfen 
wir alſo hinfort annehmen, daß die Steine 3 und 4 ſich nunmehr in 
dieſem achtfeldrigen Gebiet, und zwar auf irgendwelchen Plätzen dort, 
befinden und daß das leere Feld gleichfalls dieſem Gebiete angehört. 
Wenn nun die Steine 3 und 4 nicht etwa zufällig bereits auf ihren 
normalen Plätzen ſtehen, ſo können wir ſie leicht dahin bringen 
lediglich durch Verſchiebungen innerhalb unſeres achtfeldrigen Ge⸗ 
bietes. Es wird nicht erforderlich ſein, dies für alle möglichen Stel⸗ 
lungen durchzuführen, ſondern wir dürfen uns darauf beſchränken, 
das Prinzip des zu beobachtenden Verfahrens an dem Beiſpiel eines 
beſonders ungünſtigen Falles darzulegen, nämlich desjenigen, bei dem 
der Stein 3 auf Platz 4 und Stein 4 auf Platz 3 ſteht. Unſer acht⸗ 
feldriges Gebiet ſoll alſo etwa ſo beſchaffen ſein, wie es Fig. 4 zeigt. 

Wir werden alsdann bei allen Verſchiebungen, die wir an Fig. 4 
vornehmen, die Steine 6 und 14 unberührt ſtehen laſſen, da wir ihrer 
nicht bedürfen, werden uns alſo freiwillig auf das Gebiet der oberen 
6 Felder, das uns ausreichende Bewegungsfreiheit gewährt, beſchrän⸗ 
ken. Wollten wir uns allerdings auf die oberſten 4 Felder allein, eins 
davon natürlich leer vorausgeſetzt, beſchränken, ſo würde, worauf wir 
noch zurückkommen werden, es uns nicht gelingen, die Steine 3 und 
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4 auf ihre normalen Plätze zu bringen. Aus Fig. 4 leiten wir nun 
leicht die Stellung Fig. 5 her, indem wir alle 5 Steine des ſechs⸗ 
feldrigen Gebietes zweimal, den Stein 5 ſogar dreimal, im umge⸗ 
kehrten Drehungsſinne des Uhrzeigers — verſchieben. Durch Ver: 
ſchieben innerhalb der 4 mittleren Felder erhält man aus Fig. 5 leicht 
Fig. 6. Nun verſchiebt man die 5 Steine des ſechsfeldrigen Gebietes 
im Uhrzeigerſinne I, fo, daß Stein 4 auf Platz 3 kommt; man 
erhält jo Fig. 7 und bringt nun durch Verſchiebungen innerhalb der 
mittleren 4 Felder den Stein 3 auf Platz 7 (Fig. 8). Die jetzige 
Stellung der Steine 3 und 4 (Fig. 8) iſt nun eine typiſche; ſie iſt, 
wie aus unſerem, ſogar noch beſonders ungünſtig gewählten Falle er⸗ 
hellen dürfte, ſtets zu erreichen, und aus ihr kann man nun ſofort den 
Stein 4 auf Platz 4 bringen und den Stein 3 nachziehen auf Platz 3. 
Damit iſt dann auch die ganze erſte Zeile des Spielkaſtens in Ord⸗ 
nung gebracht, und an ihr wird hinfort nichts mehr geändert. — 
Weſentlich bei dieſem Verfahren war, daß wir ein ſechsfeldriges Ran⸗ 
giergebiet mit einem leeren Felde zur Verfügung hatten: ſo war es 
uns möglich, nicht nur die 5 Steine des ſechsfeldrigen Gebietes der 
Reihe nach zu verſchieben, ſondern außerdem innerhalb dieſes ſechs⸗ 
feldrigen Gebietes wieder in einem vierfeldrigen Gebiete mit 3 Stei⸗ 
nen und einem leeren Felde Verſchiebungen vorzunehmen. Erſt durch 
die Verbindung dieſer beiden Arten von Verſchiebungen wird es mög⸗ 
lich, weſentliche Veränderungen in die Stellung hineinzubringen. Müßte 
man ſich lediglich auf ein vierfeldriges Gebiet beſchränken, ſo würde bei 
allen Verſchiebungen das Bild im weſentlichen ſtets dasſelbe bleiben. 

Genau ebenſo wie die erſte Zeile läßt ſich nun auch die zweite in 
Ordnung bringen, wobei man ſich bei allen Verſchiebungen auf das 
Gebiet der unterſten drei Zeilen beſchränkt, alſo die Steine der erſten 
Zeile nicht mehr berührt, ſo daß die dort hergeſtellte normale Ord⸗ 
nung nicht wieder geſtört wird. Zunächſt werden dabei natürlich die 
Steine 5 und 6 leicht auf ihre normalen Plätze gebracht, und weiter hat 
man dann in dem Gebiet der 6 Felder 7, 8, 11, 12, 15, 16 (f. Fig. 3) 
in entſprechender Weiſe zu operieren, wie wir dies oben an den Fi⸗ 
guren 4—8 dargelegt haben. Wir dürfen nämlich die obigen Aus⸗ 
führungen ohne weiteres auf unſeren jetzigen Fall übertragen: zwar 
ſteht uns jetzt nur ein ſechsfeldriger Rangierplatz zur Verfügung, je⸗ 
doch führten wir ja oben mit freiwilliger Selbſtbeſchränkung gleich⸗ 
falls alle Operationen auf einem ſechsfeldrigen Gebiet aus und zeig⸗ 
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ten, daß dieſes zu genügen vermag. So bringen wir alſo jetzt die 
5 und 8 dni ihre normalen Plätze und haben damit die beiden 
erſten Zeilen in Ordnung. 
een den beiden legten Zeilen bringt man nun zunächſt Stein 1 3 
auf Platz 9 und Stein 9 auf Platz 10, und zwar geſchieht dies mr 
ganz analoger Weiſe, wie wir oben für die Steine 3 und 4 die ent⸗ 
ſprechende typiſche Stellung der Fig. 8 herbeiführten; nur haben wir 
jetzt in den zwei letzten Zeilen zu operieren, während es oben die zwet 
letzten Spalten waren. Darauf zieht man die Steine 13 und 9 auf 
7 ihre normalen Plätze. Es bleibt uns dann 
7 2 3 noch das ſechsfeldrige Rangiergebiet der Plätze 
8 10, 11, 12, 14, 15, 16; wir bringen auf ihm 
. die Steine 10 und 14 — wieder in a A 
o %% gelegten Beije — auf ihre normalen Plätze 
a = 70.18 wi a i haben Ft nur noch mit einem vier⸗ 
feldrigen Gebiet zu tun, auf dem die Steine 
- 11, 12, 15 ſtehen. Durch Verſchieben dieſer 
* drei Steine kann man natürlich erreichen, 
daß 15 auf ſeinen normalen Platz gelangt und zugleich das leere Feld 
rechts unten ſich befindet. Die Steine 11 und 12 werden dabei dann 
entweder auf ihre normalen Plätze kommen oder der Stein 12 kommt 
auf Platz 11 und Stein 11 auf Platz 12. Im erſteren Falle iſt die 
Aufgabe gelöſt; im letzteren Falle haben wir die Stellung der Fig. 9. 
Wir können unſer Reſultat ſo ausſprechen: . 

Satz 1: Aus jeder beliebigen Anfangsſtellung läßt ſich 
jedenfalls entweder die normale Stellung (Fig. 3) oder 
die der Fig. 9 herleiten. 

Auf die Frage, ob auch beides zugleich möglich iſt, nämlich ob eine 
Anfangsſtellung ſich u. U. ſowohl in die normale Stellung wie in die 
der Fig. 9 überführen läßt, wollen wir vorläufig noch keine abſchlie⸗ 
pende Antwort geben, ſondern uns jetzt damit begnügen, daß in je- 
dem Falle die eine von beiden Stellungen erreichbar iſt. 
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Wir wollen uns nun eine beſtimmte Anfangsſtellung, z. B. die 
der Fig. 10, denken. Wir wollen die Zahlen dieſer Figur vorleſen, 
und zwar in der Reihenfolge, die wir beim Leſen üblicherweiſe ſtets 
beobachten, d. h. in jeder Zeile von links nach rechts gehend und die 
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Zeilen der Reihe nach von oben nach unten durchlaufend. Wir be⸗ 
merken dann, daß Stein 1 bereits auf ſeinem normalen Platze ſteht; 
dagegen ſteht der nächſte Stein. 4, wie wir ſagen wollen, „vor“ zwei 
anderen Steinen, die bei „normaler“ Stellung vor ihm rangieren 
würden, nämlich vor den Steinen 3 und 2. Wir haben alſo bei 
Stein 4, wie wir ſagen wollen, zwei „Verſtöße gegen die Rangord⸗ 
nung“. Entſprechend haben wir bei Stein 7, der vor den Steinen 
3, 5, 2, 6 ſteht, vier ſolche Verſtöße; bei Stein 13 z. B., der vor 
11, 10, 2, 12, 6 ſteht, fünf Verſtöße uſw. Wir erhalten jo im 
ganzen 0 + 2 ＋ 4 ＋ 5 ＋ 12 1＋ 2 6 
6+5 713727021 38 Verſtöße 
gegen die Rangordnung. Aus dieſer Geſamt⸗ 
zahl der Verſtöße läßt ſich nun erſehen, ob 
man die normale Schlußſtellung der Fig. 3 er⸗ 
halten kann oder nicht: iſt nämlich die ſo er⸗ 
haltene Zahl, wie in unſerem Falle, eine gerade 
Zahl (hier 38), ſo iſt die normale Schluß⸗ 
ſtellung der Fig. 3 zu erhalten; die Aufgabe 
iſt alſo lösbar. Iſt die betreffende Zahl dagegen eine ungerade, 
ſo erhält man die normale Schlußſtellung nicht, und die Aufgabe iſt 
unlösbar. Vorausſetzung iſt dabei ſtets, daß das leere Feld ſich an⸗ 
fänglich rechts unten, alſo auf Platz 16, befand. Anſtatt der unbe⸗ 
quemen Bezeichnung „Verſtöße gegen die Rangordnung“ wollen wir, 
wie in der Mathematik gebräuchlich, „Inverſionen“ ſagen. Wir 
ſprechen alsdann das Kriterium, das wir für die Lösbarkeit der Auf⸗ 
gabe ſoeben, und zwar vorläufig ohne Begründung, angegeben haben, 
ſo aus: . 

Kriterium: Die notwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, daß eine vorgelegte Stellung mit dem leeren 
Felde auf Platz 16 in die normale Schlußſtellung (Fig. 3) 
übergeführt werden kann, iſt die, daß die Anzahl aller 
Inverſionen für die gegebene Anfangsſtellung eine gerade 
Zahl iſt. 

Für die Richtigkeit dieſes Kriteriums der Lösbarkeit wollen wir 
jetzt den Beweis erbringen und legen uns zu dem Zweck zunächſt 
folgende Frage vor: „Wie ändert ſich durch Schieben eines Steins 
die Anzahl der Inverſionen?“ Die Antwort iſt ſehr leicht, wenn der Stein 
in wagerechter Richtung geſchoben wird; denn alsdann ändert ſich die 
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Anzahl der Inverſionen für die betreffende Stellung offenbar gar 
nicht. — Wie iſt es dagegen, wenn der Stein in lotrechter Richtun g 
geſchoben wird? Dieſe Verſchiebung bedeutet, daß der Stein in der 
Rangordnung um 3 Plätze vorrückt oder zurücktritt, je nachdem er 
lotrecht nach oben oder nach unten geſchoben wird. Die 3 Steine, die 
er fo überſpringt, ſei es vorz, fei es rückwärts, mögen die Nummern a, b, G 
tragen, während der Stein, der geſchoben wird, die Nummer x habe rt 
ſoll. (a, b, e, x find alfo Zahlen im Gebiet von 1 bis 15.) Es ſin d 
alsdann folgende Fälle zu unterſcheiden: 
1) x ift größer als jede der Zahlen a, b, c; 
2) x ift kleiner als jede der Zahlen a, b, e; 
3) x iſt größer als zwei von den Zahlen a, b, c und kleiner 
als die dritte; 
4) x ift größer als eine von den Zahlen a, b, c und kleiner als 
die beiden anderen. 

Im erſten der 4 Fälle entſtehen, wenn der Stein x vor die Steir e 
a, b, e rückt, 3 neue Inverſionen, weil die Zahlen a, b, o alle kleiner 
als x find; ſpringt x hinter a, b, c, jo verſchwinden dagegen 3 vort 
den vorher vorhandenen Inverſionen. Jedenfalls ändert ſich alſo die 
Anzahl aller Inverſionen durch die Verſchiebung von x um 3: entz 
weder ſie wird um 3 größer oder um 3 kleiner. 

Im zweiten der 4 Fälle iſt es ganz entſprechend; auch hier ändert 
fih die Anzahl aller Inverſionen um 3, wird um 3 kleiner oder um 
3 größer. f 

Im dritten Falle entſtehen, wenn x vor die kleineren Zahlen — es 
feien etwa a und b — rückt, zwar zwei neue Inverſionen, jedoch 
verſchwindet gleichzeitig von den früheren Inverſionen eine, weil 
ja auch vor die größere Zahl e rückt. Der Geſamteffekt iſt alſo der, 
daß die Anzahl aller Inverſionen um 1 größer wird. Rückt x hinter 
die Zahlen a, b, c, jo wird die Anzahl aller Inverſionen um 1 kleiner. 
In jedem der beiden Unterfälle ändert ſich mithin die Anzahl alle r 
Inverſionen um 1. 

Im vierten Falle ändert fih, wie im dritten, gleichfalls die Anzahl 
aller Inverſionen ſtets um 1. 

Wir ſehen alfo, daß durch das Schieben eines Steins die Anzahl 
aller Inverſionen fih nur um 3 oder um 1 ändern kann, fei es, da ß 
fie um fo viel größer oder um fo viel kleiner wird. Dies Reſultar t 
ſprechen wir ſo aus: 
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Hilfsſatz: Durch das wagerechte Verſchieben eines Steins 
ändert jiġ die Anzahl aller Inverſionen gar nicht, durch 
das lotrechte Verſchieben dagegen ſtets um eine ungerade 

Zahl (1 oder 3). 

Wir denken uns nun den leeren Platz auch mit einem Stein be⸗ 
ſetzt, nämlich mit einem fingierten Stein 16. Alsdann können wir 
ſagen, daß ein einzelner Zug, nämlich das Schieben eines Steins auf 
den leeren Nachbarplatz, immer in einer Vertauſchung des Steins 16 
mit einem benachbarten Stein beſteht. Stand nun, wie wir dies zu⸗ 
nächſt annehmen wollen, unſer Stein 16 zu Anfang auch auf Feld 16, 
ſo muß, damit dies zu Ende wieder der Fall iſt, die Anzahl ſolcher 
Vertauſchungen offenbar eine gerade ſein; denn jeder Zug, ſei es in 
wagerechter, ſei es in lotrechter Richkung, muß durch einen anderen, 
genau entgegengeſetzt gerichteten gleichſam wieder annulliert werden, 
ſoll Stein 16 wieder an den alten Platz zurückkehren. Die Anzahl 
der Züge, die eine Stellung in eine andere mit demſelben 
leeren Felde überführen, iſt alſo ſtets gerade, und zwar 
iſt offenbar ſowohl die Anzahl aller wagerechten Züge, 
für fi) genommen, gerade, wie auch die Anzahl aller lot- 
rechten Züge. 

Wir reſümieren: Von einer Anfangsſtellung zu einer Schlußſtellung 
führt, wenn beide das leere Feld auf Platz 16 haben, eine gerade 
Zahl wagerechter und eine gerade Zahl lotrechter Züge. Die erſteren 
verändern die Anzahl der Inverſionen gar nicht, die letzteren dagegen 
jedesmal um eine ungerade Zahl (f. Hilfsſatz), insgeſamt alfo, 
da dieſe Züge ſelbſt in gerader Zahl vorkommen, um eine gerade 
Zahl. Eine Anfangsſtellung kann daher in irgendeine andere Stellung 
— immer unter der Vorausſetzung, daß bei beiden das leere Feld 
auf Platz 16 iſt, — höchſtens dann übergeführt werden, wenn die 
Anzahl der Inverſionen der einen ſich von der Anzahl der Inver⸗ 
ſionen der anderen um eine gerade Zahl unterſcheidet, und ſicher dann 
nicht, wenn dieſe Differenz der beiderſeitigen Inverſionen ungerade 
ift. Nun ift die Anzahl der Inverſionen für die normale Schluß⸗ 
ſtellung (Fig. 3) = 0, für die Schlußſtellung der Fig. 9 dagegen = 1 
(Stein 12 ſteht vor 11). Hieraus folgt, beiläufig geſagt, daß ſich 
die Stellung der Fig. 9 nie in die normale Stellung überführen 
läßt und daß ebenſowenig das Umgekehrte möglich iſt. Vor allem 
ſehen wir aber jetzt, daß eine gegebene Stellung in die normale Schluß⸗ 
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ſtellung höchſtens dann übergeführt werden kann, wenn für die ge⸗ 
gebene Stellung die Anzahl der Inverſionen gerade iſt. Dieſe Be⸗ 
dingung iſt alſo notwendig für die Überführung in die normale 
Stellung; ſie iſt aber auch hinreichend. Denn zugleich folgt aus 
dem Vorſtehenden, daß eine Anfangsſtellung mit gerader Inverſionen⸗ 
zahl in die Stellung Fig. 9 (mit ungerader Inverſionenzahl) nicht 
übergeführt werden kann. Da nun aber jede Stellung ſich entweder 
in die normale Schlußſtellung oder in die der Fig. 9 überführen 
läßt, wie oben gezeigt war (Satz 1), ſo folgt, daß bei gerader In⸗ 
verſionenzahl eine gegebene Stellung ſtets in die normale Schluß⸗ 
ſtellung übergeführt werden kann. — Andererſeits laſſen ſich alle 
Stellungen mit ungerader Inverſionenzahl ſtets in die Stellung Fig. 9 
überführen; denn in die normale Stellung können ſie nicht gebracht 
werden, eine der beiden Schlußſtellungen (Fig. 3 oder Fig. 9) iſt aber 
nach Satz 1 ſtets erreichbar. In dieſen Fällen — den „unlösbaren“ — ift 
alſo die Schlußſtellung der Fig 9 ſtets erreichbar und auch nur in 
dieſen. — Damit ift das oben (S. 19) angegebene „Kriterium“ in 
vollſtem Umfange bewieſen und zugleich die am Ende von $ 2 offen 
gelaſſene Frage dahin beantwortet, daß niemals ein und dieſelbe 
Stellung ſowohl in die normale Schlußſtellung wie in die der Fig. 9 
übergeführt werden kann, ſondern ſtets nur das eine von beiden 
möglich iſt. 

Auf dieſem Vorkommen von „unlösbaren“ Stellungen, alſo von 
Stellungen, die allen auch noch fo beharrlichen Löſungsverſuchen einen 
unüberwindbaren Widerſtand entgegenſetzen, beruhte der außerordent⸗ 
liche Reiz, den das Spiel bei ſeinem erſten Auftreten auszuüben ver⸗ 
mochte: Der Spieler, dem die Löſung ſo mancher anderen (lösbaren) 
Stellung bereits mehr oder weniger leicht gelungen ſein mochte, dem 
aber das Vorkommen „unlösbarer“ Stellungen noch unbekannt war, 
glaubte naturgemäß, auch dieſe Stellungen durch beharrlichen Eifer 
ſchließlich bewältigen zu können, und wurde ſo zu immer neuen Ver⸗ 
ſuchen gereizt. Dieſes Puzzle⸗Feuer erhielt dann noch weitere Nah⸗ 
rung, wenn etwa Inhaber von Vergnügungsetabliſſements Puzzle⸗ 
Turniere veranſtalteten und den Siegern hohe Preiſe ausſetzten, wie 
ſie natürlich völlig gefahrlos zu tun ſich erlauben durften, falls eben 
die von ihnen gewählte Aufgabe zu den „unlösbaren“ gehörte. 

Frage 6: Iſt die Aufgabe Fig. 11 lösbar oder unlösbar? 
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Als Beiſpiel werde noch betrachtet diejenige Anfangsſtellung, die 
ſich aus der normalen Stellung ergibt, wenn man die Steine der 
einzelnen Zeilen in ihrer Reihenfolge umkehrt und das leere Feld 
wieder unten rechts annimmt (f. Fig 12). Die Anzahl der Inver⸗ 
ſionen ift ungerade (in jeder der drei oberen Zeilen = 6, in der 
unterſten = 3), alſo läßt ſich die Stellung Fig 12 in die normale 
Stellung nicht überführen, wohl aber in die Schlußſtellung Fig. 9. 

Vorausſetzung bei allen vorſtehenden Erörterungen war ſtets, daß 
das leere Feld auch bei der Anfangsſtellung ſich auf Platz 16 befand. 
Liegt uns eine andere Anfangsſtellung vor und wollen wir die Frage 
der „Lösbarkeit“ entſcheiden, ſo werden wir durch einfache Verſchie⸗ 
bungen zunächſt bewirken, daß Platz 16 das leere Feld wird. So 
werden wir z. B bei der Stellung der Fig. 13 die Steine 1, 2, 3, 
7, 11, 15 der Reihe nach verſchieben, um Platz 16 leer zu bekommen. 
Für dieſe neue Stellung zählen wir alsdann 9 Inverſionen; die 
Anfangsſtellung Fig. 13 iſt ſomit nicht in die normale, wohl aber 
in die Schlußſtellung Fig. 9 überführbar. 

Es läßt ſich nun leicht erkennen, daß, wenn eine Stellung ſich in 
eine zweite überführen läßt, auch umgekehrt dieſe in jene übergeführt 
werden kann. Denn wodurch wird die erſtere Überführung bewirkt? 
Durch eine Reihe von „Zügen“, d. h. durch eine Reihe von Vertau⸗ 
ſchungen des hypothetiſchen Steins 16 mit jeweils benachbarten Steinen. 
Es möge die erſte Stellung in die zweite z. B. dadurch übergeführt 
werden, daß der Stein 16 der Reihe nach mit den Steinen a, b, c 
e m, n, r, s vertauſcht wird. Der Stein 16 war alſo der 
Reihe nach den Steinen a, b5 e und zuletzt den Steinen m, 
n, r, s benachbart. Offenbar können wir daher, von der zweiten 
Stellung ausgehend, den umgekehrten Weg gehen und den Stein 16 
zuerſt mit s, dann mit r und ſo fort vertauſchen und führen ſo die 
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zweite Stellung in die erſte über. Daraus folgt dann z. B., daß die 
Stellung Fig. 9 ſich ſowohl in die Stellung Fig. 12 wie in die von 
Fig. 13, die beide ihrerſeits in jene übergeführt werden konnten, über⸗ 
führen läßt. Da nun alle Stellungen mit ungerader Inverſionen⸗ 
anzahl ſich in die Stellung Fig. 9 überführen laſſen und dieſe letztere 
wieder ſowohl in die von Fig. 12 wie in die von Fig. 13, ſo läßt 
ſich alſo jede Stellung mit ungerader Inverſionenanzahl ſowohl in 
die Stellung Fig. 12 wie in die von Fig. 13 überführen. — Ferner 
folgt aus dieſem Prinzip der Umkehrung der Überführungen, daß jede 
beliebige Stellung mit gerader Inverſionenanzahl ſich in jede beliebige 
andere Stellung von gleichfalls gerader Inverſionenanzahl überführen 
läßt und daß die Stellungen mit ungerader Inverſionenanzahl unter⸗ 
einander ſich ebenſo verhalten. Wir faſſen dieſe Reſultate folgender⸗ 
maßen zuſammen: 

Satz 2: Alle Stellungen, die — bei einem leeren Felde 
auf Platz 16 — eine gerade Anzahl von Inverſionen auf⸗ 
weiſen, bilden für ſich eine Gruppe derart, daß von irgend 
zwei dieſer Stellungen die eine in die andere übergeführt 
werden kann; ſie ſind alle insbeſondere in die normale 
Stellung überführbar. Ebenſo bilden alle Stellungen, 
die — bei einem leeren Felde auf Platz 16 — eine unge⸗ 
rade Anzahl von Inverſionen aufweiſen, eine zweite 
Gruppe ineinander überführbarer Stellungen; alle Stel⸗ 
lungen dieſer Gruppe laſſen ſich insbeſondere auch in die 
Stellung der Fig. 12 und ebenſo in die der Fig. 13 über- 
führen. Eine Stellung der einen Gruppe kann niemals in 
eine der anderen übergeführt werden!); die Stellungen der 
zweiten Gruppe ſind daher insbeſondere niemals in die 
normale Stellung überzuführen. 


1) Die Schranke zwiſchen den beiden Gruppen würde fallen, wenn man 
gewiſſe, bei unſeren jetzigen Spielregeln nicht erlaubte Operationen geſtat⸗ 
ten würde. Jede „unlösbare“ Stellung würde nämlich in eine „lösbare“ 
verwandelt werden, wenn man den ganzen Spielkaſten um 90% drehte und 
hinterher alle Steine auf ihren Plätzen wieder zurechtrückte (um 90° şu- 
rückdrehte) Dasſelbe würde man ferner beiſpielsweiſe auch dann erreichen, 
wenn man die Steine 6 und 9 umkehrte, ſo daß ſich 6 in 9 und 9 in 6 
verwandelte. Wir gehen jedoch auf dieſe Spielformen, die, wie geſagt, bei 
inſeren ſtrengeren Spielregeln ausgeſchloſſen find, nicht näher ein. 
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Kapitel III. 
Solitär- oder Einſiedlerſpiel. 
§ 1. Spielregel. Rotation. 

Der kronprinzliche Spielſchrein, von deſſen Inhalt wir bereits im 
vorigen Kapitel eins der Spiele abbildeten und beſchrieben, birgt wei⸗ 
ter ein Spiel in ſich, das unter dem Namen „Solitär⸗ oder „Ein⸗ 
ſiedler⸗Spiel“ recht bekannt iſt. Unſere Fig. 14a zeigt uns den weſent⸗ 
lichen Teil des Spiels: ein Spielbrett mit 33 Löchern darin, in die 
Pflöcke oder ähnliche Gegenſtände hineingeſteckt werden können. Bei 
unſerer kronprinzlichen Prachtausgabe des Spiels ſind es kugelförmige 
Spielſteine, die mit durchweg verſchiedenen Verzierungen kunſtvoll 
ausgeſtattet ſind; der mittelſte Stein, deſſen Loch in dem Spiel eine 
Art Sonderſtellung einnimmt, iſt dabei in beſonderem Material — 
Blutſtein — ausgeführt. 

Über den Urſprung des Spiels iſt Sicheres nicht bekannt. Jeden⸗ 
falls beſitzt es bereits ein beträchtliches Alter, wofür beiſpielsweiſe 
eine im Jahre 1710 veröffentlichte Abhandlung von Leibniz als Zeug⸗ 
nis beigebracht werden kann. Auf unſerer Fig. 14 b, dem Spielkaſten⸗ 
deckel aus dem kronprinzlichen Spielſchrein, führt uns das vortreff⸗ 
liche kleine Olbild von Prof. Bernhard Plockhorſt den angeblichen 
Erfinder des Spiels, den „Einſiedler“, beim Spiel vor, dem er u 


Fig. 14 . Fig. 14 b. 
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mes Reh neugierig zuſchaut. — Unter den 


verſchiedenen . 
Formen, in de: 
nen unſer Spiel 
auftritt, über⸗ 
wiegt in 
Deutſchland 


33 


Fig. 16. 


dieſe der 33 
Löcher, von de⸗ 
nen mindeſtens 
eins zu Beginn 
des Spiels ſtets leer ſein muß. Die Anordnung der Löcher zuein⸗ 
ander bringen wir nochmals: durch Fig 15, zur Anſchauung.“) 

Die verſchiedenen Löcher werden wir durch eine ähnliche Bezeich⸗ 
nung („Notation“), wie fie für die Felder des S tachbretts üblich iſt, 
unterſcheiden und dementſprechend auch jedes Loch fortan quadratiſch 
darſtellen, ſo daß wir auch beliebig von „Löchern“ und „Feldern“ 
ſprechen werden. Wir tragen in jedes Loch gleich ſeine Notation ein 
(1. Fig. 16), wobei die erſte Ziffer immer die Vertikalreihe oder Spalte“, 
und zwar von links nach rechts gerechnet, die zweite die Horizontal⸗ 
reihe oder „Zeile“, von unten nach oben gerechnet, angibt.?) 

Die einzige Spielregel beſteht darin, daß, wenn von 5 in 
horizontaler oder vertikaler Reihe gelegenen Cöchern 2 be⸗ 
nachbarte mit einem Pflock verſehen ſind, während das dritte, 
unmittelbar daneben liegende leer iſt, alsdann der Pflock aus 
dem entfernteren der beiden beſetzten Cöcher in das leere ge- 
ſteckt werden darf, wobei aus dem anderen beſetzten (mittleren) 
Coch, das hierbei überſprungen wird, der Pflock herausgezogen 
und beiſeite gelegt werden muß. 


Fig. 15. 


1) Außer den hier angegebenen führt das Spiel übrigens noch verſchie⸗ 
dene andere Namen, darunter: „Nonnenſpiel“, „Grillenſpiel“. Unter drefen 
Namen iſt es im Preisverzeichnis der S. 14, Aam. 1, genannten Züllchower 
Anſtalten (Nr. 840/1) au geführt; von dort in zwei Ausführungen, mit 
„Zäpfchen“ (Holzpflöcken) oder mit Kugeln, zu beziehen; letztere Form wohl 
zu bevorzugen. 

2) Wem ein anderes Spielexemplar nicht zur Verfügung ſteht, wird für 
die Aufgaben der folgenden Paragraphen gut tun, ſich ſelbſt ein Spielbrett 
in der Art der Fig. 16 herzuſtellen und an Stelle der Pflöcke oder Spiel⸗ 
ſteine etwa Papierſchnitzelchen zu verwenden. i 
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Diefe ? Operation, die ſtets das Verſchwinden eines Pflockes und 
für einen anderen eine Platzänderung zur Folge hat, nennen wir kurz 
einen „Zug“, ſo daß alſo, wenn zu Anfang z. B. nur das Loch 44 

2 4 42 

leer ift, nur einer der 4 „Züge“ En 445 445 hr möglich ift, wo in 
dieſer auch weiterhin ſtets gebrauchten Bezeichnung der Züge in Form 
von Brüchen der Zähler das Loch angibt, aus dem ein Pflock fortgenom⸗ 
men, und der Nenner dasjenige, in das er geſteckt wird. Zähler und 
Nenner eines ſolchen Bruches ſtimmen natürlich immer entweder in 
den erſten oder in den letzten Ziffern überein, während die beiden nicht 
übereinſtimmenden Ziffern ſich um 2 unterſcheiden die zwiſchen den 
beiden letzteren liegende Zahl und die im Zähler und Nenner gleicher⸗ 
weiſe vorkommende ergeben zuſammen dann das Loch, über das hin⸗ 
weggeſetzt wird, aus dem alſo ein Pflock verſchwindet, in unſerem 
obigen Beiſpiel bzw. 34; 45; 54; 43. 


Die Aufgabe des Spiels beſteht gewöhnlich darin, aus 52 
beſetzten Löchern der Reihe nach alle Pflöcke bis auf einen fort- 
zuſchaffen, wobei das zu Anfang leere Coch vielfach das mitt⸗ 
lere (44) iſt, jedoch auch ein anderes ſein kann und wobei zu⸗ 
meiſt auch vorgeſchrieben ift, in welchem Coch der zuletzt allein 
übrigbleibende Pflock ſich am Ende befinden ſoll. 


Selbſtverſtändlich brauchen aber zu Anfang nicht alle 32 Löcher 
beſetzt zu ſein, ſondern etwa nur ein Teil des Bretts, z. B. ſo, daß 
die Pflöcke eine beſtimmte Figur, ein Quadrat, ein Kreuz oder dgl., 
bilden, wobei die Aufgabe im übrigen dieſelbe iſt, alſo in Entfernung 
aller Pflöcke bis auf einen beſteht. 


§ 2. Aufgaben bei teilweiſe beſetztem Brett. 


Um in das Weſen des Spiels etwas einzuführen, beſprechen wir zu⸗ 
nächſt, auf der folgenden Seite, eine Anzahl von Aufgaben, in 
denen nur ein Teil des Brettes beſetzt iſt und die Entfernung aller 
Pflöcke bis auf einen verlangt wird. Die in den verſchiedenen Fi⸗ 
guren mit ihrer Notation angegebenen Felder ſind zu Anfang beſetzt; 
der übrige, leere Teil der Bretter kann nach Fig. 16 leicht hinzu⸗ 
gedacht werden. 


28 Kap. III. Solitär- oder Einſiedlerſpiel 


Fig. 17. 
LE 


Fig. 18. 


J. Das Kreuz aus 
9 Pflöcken. 


II. Das Dreieck. 


III. Das Kreuz. 


IV. Die Pyramide. 


Fig. 20. 


41 25 44425 


335 53 63 43? 
33 63 
53? 43 


jetzt die Figur der Auf⸗ 
gabe I, nur parallel auf 
dem Spielbrett verſcho⸗ 


ben. 


Löſung: 
55 74 53 55 57 
53 51? 55 57? 37? 
35, 14 33 36 44 
33 34 35 56 46? 
58. 25, 37 35. 65 


36 45 35 55° 45 


Selbſtverſtändlich find aber keineswegs alle Aufgaben dieſer Art 
lösbar; wir beſchränken uns in dieſer Hinſicht auf ein einfaches Bei⸗ 
ſpiel, nämlich den Fall, daß anfänglich nur 3 Felder von der in 

Fig. 21 angegebenen gegenſeitigen Lage beſetzt ſind. Der 
Leſer erkennt bei einem Verſuch ſofort, daß man, gleich⸗ 
gültig wo auf dem Brett dieſe Figur liegt, einen und nur 
dis. 21. einen Pflock fortbringen kann, aljo zwei übrigbleiben müffen. 
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§ 3. Vollbeſetztes Brett. 


Gewöhnlich beſteht die Aufgabe bei unſerem Spiel jedoch, wie ſchon 
in § 1 gejagt wurde, darin, daß zu Anfang alle 32 Pflöcke in den 
Löchern ſtecken, während ein beliebig vorgeſchriebenes Loch, von uns 
weiterhin als das „Anfangsloch“ bezeichnet, leer ift, und daß nun 
der Reihe nach alle Pflöcke bis auf einen entfernt werden ſollen, welch 
letzterer dann in einem gleichfalls vorgeſchriebenen Loch, weiterhin kurz 
„Schlußloch“ genannt, ſtecken bleiben ſoll. 

Es ſollen für dieſe Aufgabe — wir wollen ſie die „Hauptaufgabe 
des Spiels“ nennen — hier jetzt eine Reihe von ſpeziellen Fällen, 
unterſchieden nach „Anfangs⸗ und „Schlußloch“, beſprochen werden. 
Dieſe Aufgaben mag der Leſer hier vorläufig nur als willkürlich 
aus einer großen Zahl herausgegriffene Beiſpiele anſehen; die Folge 
(S 4) wird jedoch zeigen, daß unſere Auswahl keine willkürliche, ſon⸗ 
dern vielmehr ſo getroffen war, daß mit den jetzt folgenden 16 Fällen 
im Grunde genommen die Geſamtheit aller überhaupt lösbaren Fälle 
der „Hauptaufgabe des Spiels“ erſchöpft iſt. 


I. Anfangsloch: 44; Schlußloch: 44. 
64. 56. 44 52 73 75 43 73 54. 35. 65 15. 45 37. 57 


44 54 845 54 535 73 685 53 52 55 455 35 25° 355 375 
34 37. 25. 46 23 31 43 51 52 31 14 34 13 32 34. 64 
36 35 45 445 48 335 28 815325 38 34 32 33 3845 54 44 
II. Anfangsloch: 44; zu 74. 
Wie I, nur ſtatt des letzten Zuges: — 


III. Anfangsloch: 74; n 74. 
Der erſte Zug von II iſt durch = zu erſetzen. 


IV. Anfangsloch: 74; Schlußloch: 47. 
54. 52 44 73. T4 54. 51 31, 32. 43. 51. 63, 34. 13, 15 
745 545 545 535 54 525 53 515 525 63) 535 13) 33 33 135 
43 13 32, 56, 75 54 57. 37. 36. 45. 57. 65. 24. 44. 25. 45 


23 33345 545 555 565 555 575 565 65 j 5⁵⁵ 25 41 46 255 47 
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V. Anfangsloch: 74; Schlußloch: 14. 
Zunächſt die erſten 24 Züge von IV, dann 36 5585 555 545535584514 


VI. Anfangsloch: 54; er 54. 
56 75. 54 74 53 73 43 51. 68, 33 41 53. 23 3J 43 
545 55 56 54? 55 53 63) 535 43 535 43 33 13 335 23 
13 15. 25 34 13. 32 45 37 57 34 37 25 56. 44. 36. 56 


333 13 23) 32 33 34 25 35 375 36 355 45 36 45 56 84 
VII. Anfangsloch: 54; Schlußloch: 57. 


Der letzte Zug von VI iſt durch 87 zu erſetzen. 
VIII. Anfangsloch: 57; Schlußloch: 57. 
Der erſte Zug von VII iſt durch 57 zu erſetzen. 


IX. Anfangsloch: 54; Schlußloch: 24. 
g 44 
Die erſten 27 Züge von VI, alsdann 845 343 4435 24 24 


X. Anfangsloch: 57; * 24. 
Der erſte Zug von IX iſt zu erſetzen durch =. 


XI. Anfangsloch: 57; Schlußloch: 51. 
Zunächſt die erſten 6 Züge von X; die 24 folgenden leiten ſich 
tus den entſprechenden von VI w Spiegelung an der horizontalen 


Mittellinie her; der letzte Zug it 51 š 


XII. Anfangsloch: 24; 1 24. 
44, 36. 15 34. 37. 57 56. 45 37 25. 32. 13. 34. 31, 51 
24 345 355 365 35 375 365 25 35 45 34) 335 325 33 315 
52. 43 31. 23. 54. 75. 73 45. 75. 56. 64 44, 63 42 14 44 
32 23) 330 13° 56 55 75 65 555 54 44 42 43 44 3424 


XIII. Anfangsloch: 55; Schlußloch: 55. 
53. 73. 75. 65. 52 73. 54, 51 31 32 43 51 63 45. 57 
5855 535 73 63? 54° 53 52) 53) 51 52 635 53 48 555 555 
65. 35 47. 55 25 37 45 15. 13 23 34 15 36 33. 34. 53 


25 555 45 355 45 35 255 355 15 25 36 35 34 53 54 55 
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IV. Anfangsloch: 55; Schlußloch: 52. 
Der letzte Zug von XIII iſt zu erſetzen durch =. 

XV. Anfangsloch: 52; Schlußloch: 52. 
Der erſte Zug von XIV iſt zu erſetzen durch = 


XVI. Anfangsloch: 52; Schlußloch: 25. 
43 44 23 
237 24 25 
Selbſtverſtändlich kann es für jede der vorſtehenden Aufgaben noch 
andere und wird zumeiſt ſogar recht viele andere Löſungen geben. Die 
von uns angegebenen erheben keinen Anſpruch darauf, einen Vorzug 
vor jenen anderen zu beſitzen. Ihre Auswahl war nur durch Rückſich⸗ 
ten der Syſtematik beſtimmt, und unter den ſonſt exiſtierenden Löſungen 
werden ſich gewiß manche viel elegantere vorfinden. Sehr viel beſſer ge⸗ 
gliedert und daher überſichtlicher ift z. B. folgende Löſung für Aufgabe I: 
42 63. 51. 43 23 44. 31, 41. 43 13. 34. 15. 25. 13 32 
445 435 535 63 43 42 33 13 28 33 32 13 23 33 34 
73 54. 75. 65. 73 52 45. 57 37. 54 57. 65. 46. 44. 36 24 
53 525 735 535 58 54 655 55 575 565 55 15 44 24 34 44 
wobei die durch 2 vertikale Striche markierten Stellen ſich den jewei⸗ 
ligen Konfigurationen nach als natürliche Einſchnitte in dem Gange 
der Löſung darſtellen. 


Die 28 erſten Züge von XV, dann 
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Auf die Theorie des Spiels ſoll hier nicht weiter eingegangen wer⸗ 
den, als daß wir ihre wichtigſten Reſultate — ohne mathematiſche 
Begründung — angeben. Zu dem Zwecke definieren wir zunächſt als 
„kongruente“ Felder zwei Felder von der Art, daß von dem einen zu 
dem andern ein Übergang möglich iſt durch ein⸗ oder mehrmaliges 
Überſpringen von je zwei in horizontaler oder vertikaler Linie liegen⸗ 
den Feldern. Kongruent ſind ſo z. B. die Felder 15 und 45, da man 
von 15 zu 45 durch Überſpringen von zwei zwiſchengelegenen Feldern 
(25 und 35) gelangt; ebenſo iſt 42 zu 45 kongruent und desgleichen 
42 zu 15 (45 ift Zwiſchenſtufe für dieſen letzteren Übergang). Ferner 
ſoll jedes Feld auch als mit ſich ſelbſt kongruent angeſehen werden. — 
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Die mathematiſche Unterſuchung lehrt nun, daß auf unſe⸗ 
rem Brett der 33 Felder eine Löſung für die im vorigen 
Paragraphen erörterte „Hauptaufgabe“ des Spiels Hö H- 
ſtens dann möglich ift, wenn Anfangs- und Schlußloch ſo 
vorgeſchrieben wurden, daß ſie „kongruent“ in dem ange⸗ 
gebenen Sinne ſind. 

Die [oeben angegebene Vorbedingung für die Lösbarkeit der Haupt⸗ 
aufgabe, nämlich die Kongruenz von Anfangs⸗ und Schlußfeld, ift aber 
nicht nur notwendig, ſondern auch hinreichend für die Lösbarkeit, d. h. 
immer, wenn diefe Bedingung erfüllt ift, ift die Hauptaufgabe lösbar. 
Das Syſtem der 16 in $ 3 gegebenen Beiſpiele birgt ſogar bereits 
für alle möglichen Fälle, in denen die Hauptaufgabe überhaupt lösbar 
ift, wenigſtens je eine Löſung in ſich. Dies erkennt man folgendermaßen: 
Man beachte zunächſt, daß die Figur des Bretts (Fig. 15) bei Dre⸗ 
hung um einen oder mehrere rechte Winkel mit ſich ſelbſt zur Deckung 
kommt, und ferner, daß ſie in bezug auf die horizontale und die ver⸗ 
tikale Mittellinie ſymmetriſch iſt, ſo daß alſo bei Spiegelung an einer 
dieſer beiden Mittellinien die eine Hälfte der Figur mit der anderen 
zur Deckung kommen würde. Offenbar ſind nun die bei dieſen Spiege⸗ 
lungen und Drehungen zuſammenfallenden Felder für unſere Aufgabe 
äquivalent, wonach fich folgende Gruppen von untereinander äquiva⸗ 
lenten Feldern ergeben: 

1) 13; 15; 37; 57; 75; 73; 51; 31. 4) 24; 46; 64; 42. 

2) 14; 47; 74; 41. 5) 35; 55; 53; 33. 

3) 25; 36; 56; 65; 63; 52; 32; 23. 6) 34; 45; 54; 43. 
7) 44. 

Gibt alſo z. B. Nr. II in § 3 (S. 29) eine Löſung für 44 als Arr- 
fangs⸗ und 74 als Schlußloch, ſo läßt ſich danach ſofort eine Löſung 
für die Aufgabe: „44 Anfangsloch, 14 Schlußloch“ angeben, da die 
Anderung nur einer Spiegelung an der vertikalen Mittellinie entſpricht. 
Ebenſo ergibt ſich z. B. aus Nr. VII (54 Anfangsloch, 57 Schluß⸗ 
loch) ſofort eine Löſung für „45 Anfangs: und 75 Schlußloch“, da 
die Anderung einer Viertelkreisdrehung in der umgekehrten Drehungs⸗ 
richtung des Uhrzeigers verbunden mit nachfolgender Spiegelung 
an der vertikalen Mittellinie, entſpricht. , 

Sodann erhält man aus der Löſung für Anfangsloch a und Schluß⸗ 
loch b ſofort eine Löſung für Anfangsloch b und Schlußloch a, indem 
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man das Löſungsſchema der erſteren Aufgabe umkehrt, d. h. die Brüche 
in umgekehrter Reihenfolge (vom hinteren zum vorderen Ende) lieft. 
Daß in der Tat dieſe Beziehung ſtattfindet, ſoll hier unter Verzicht auf 
einen allgemeinen Beweis nur an dem Beiſpiel eines be⸗ 
ſonders einfachen Spielbrettes plauſibel gemacht werden, 
nämlich an dem der Fig. 22, das wir, um eben einen mög⸗ 
lichſt einfachen Fall zu haben, einmal für einen Moment 
unſerem gewöhnlichen Spielbrett ſubſtituieren wollen. Es 
ſei Aals Anfangs-, E als Schlußloch vorgeſchrieben; die 


Löſung der Hauptaufgabe iſt alsdann: LP 3 5 Kehren wir nun 


die Reihenfolge der 3 Brüche um, ſchreiben alſo: Si 5 = ‚Jo ift 


dies die Löſung der Hauptaufgabe für den Fall: E Anfangs- und A 
Schlußloch. Zwei Aufgaben, die in dieſer Beziehung der reziproken 
Vertauſchung von Anfangs⸗ und Schlußloch zueinander ſtehen, wollen 
wir „reziproke“ nennen. 

Man ſieht nun zunächſt, daß unter den 16 Löſungen des 8 3 ſieben 
enthalten ſind, in denen das Anfangsloch zugleich Schlußloch iſt, und 
zwar ſind dieſe 7 ſo gewählt, daß jede der obigen 7 Gruppen von 
Feldern (S. 32) einen Repräſentanten hierfür geſtellt hat, wie die fol⸗ 
gende Zuſammenſtellung zeigt. 


Nr. der Gruppe von Das aus der Gruppe 


Nr. der betr. Aufgabe 


Feldern ausgewählte Feld in 

1 57 VIII 
2 | 74 III 

3. 52 XV 

4 24 XII 
5 55 XIII 
6 54 VI 

7 44 


Die Hauptaufgabe bei gleichem Anfangs⸗ und Schlußloch iſt ſo⸗ 
mit durch die Löſungen des § 3 für alle 33 Felder erſchöpfend gelöſt. 
So bleiben alſo nur die Fälle, in denen Anfangs⸗ und Schlußloch ver⸗ 
ſchieden ſind, wobei wir zunächſt wiederholen, daß Anfangs⸗ und 
Schlußloch ſtets, damit überhaupt Löſungen exiſtieren, „kongruent“ in 
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dem angegebenen Sinne ſein müſſen. Wir haben alſo jetzt alle mög⸗ 
lichen Kombinationen von zwei verſchiedenen, aber einander kongruen⸗ 
ten Feldern in Betracht zu ziehen, und faſſen beiſpielsweiſe zunächſt 
das Mittelfeld des Brettes, d. h. 44, ins Auge, das zugleich in unſerer 
Einteilung der Felder auf S. 32 eine Gruppe für ſich, nämlich die 7., 
bildet. Man ſieht nun, daß ſämtliche zu Feld 44 kongruenten Felder 
gerade die Gruppe 2 bilden, und dieſe Felder von Gruppe 2 ſind auch 
unter ſich kongruent und beſitzen kongruente Felder in den anderen 
5 Gruppen nicht. Die Gruppen 2 und 7 bilden alſo eine gewiſſe Ge⸗ 
meinſchaft in der Art, daß, wenn das Anfangsloch dieſer Gemeinſchaft 
entnommen wird, auch das Schlußloch ihr entnommen werden muß, 
wenn die Hauptaufgabe überhaupt irgendwelche Ausſicht auf Lösbar⸗ 
keit bieten ſoll. Offenbar ergeben ſich innerhalb dieſer Gemeinſchaft 
nur folgende weſentlich verſchiedene Fälle von Aufgaben (bei un⸗ 
gleichem Anfangs⸗ und Schlußloch): . 
Anfangsloch Schlußloch Dieſe Aufgaben find aber in 8 


44 74 unter II, IV, V behandelt. Rechnet 
74 47 man dazu noch die Nummern J und 
74 14 III für die Fälle eines gleichen An⸗ 


fangs⸗ und Schlußloches, fo umfaſſen mithin die Nummern I—V 
alle weſentlich verſchiedenen Fälle, die innerhalb der von den Felder⸗ 
gruppen 2 und 7 gebildeten Gemeinſchaft vorkommen können. Für 
jeden anderen Fall läßt ſich aus einem dieſer 5 die Löſung ſofort her⸗ 
leiten durch die Beziehungen der Symmetrie (Drehungen und Spiege⸗ 
lungen) und der Reziprozität (Vertauſchung von Anfangs: und Schluß⸗ 
loch). — Entſprechend bilden die Gruppen 1, 4 und 6 eine Gemein⸗ 
ſchaft: zwar iſt nicht jedes Feld dieſer Gemeinſchaft jedem anderen 
kongruent, aber jedes einem Felde dieſer Gemeinſchaft kongruente Feld 
gehört wieder der Gemeinſchaft an. Die verſchiedenen Fälle, die ſich 
innerhalb dieſes Gebietes ergeben können, find in $ 3 durch die Num⸗ 
mern VI—XII erledigt. Schließlich bilden die Gruppen 3 und 5 eine 
dritte Gemeinſchaft, der in § 3 die Löſungen XIII XVI in erſchöp⸗ 
fender Weiſe zugehören. 

Frage 7: Gib eine Löſung an für den Fall: 14 Anfangsloch, 
41 Schlußloch. 

Frage 8: Gib eine Löſung an für den Fall: 52 Anfangsloch, 
55 Schlußloch. 

Frage 9: Gib eine Löſung an für den Fall: 46 Anfangsloch, 
13 Schlußloch. 


— 
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Kapitel IV. 
Dyadiſche Spiele. 
§ 1. Die Reihe der Potenzen der Zahl 2. 


Von der Erfindung des Schachſpiels erzählen ältere arabiſche 
Quellen, der Erfinder habe das geiſtvolle Spiel zur Unterhaltung 
eines indiſchen Königs erdacht und dieſer ſei darüber von ſo lebhafter 
Bewunderung und Freude ergriffen worden, daß er dem Erfinder ein 
Ehrengeſchenk zu gewähren wünſchte. „Dann bitte ich“ ſo ſoll dieſer 
nun auf des Königs Frage erklärt haben, „daß ein Weizenkorn auf 
das erſte Feld des Schachbretts, zwei auf das zweite gelegt und die 
Zahl der Körner fortwährend verdoppelt werde, bis das letzte Feld 
erreicht ſei: welches dies Quantum auch ſein möge, ich wünſche, es 
zu bekommen.“ Hierbei ſtellte ſich nun heraus, daß das Getreide 
aller königlichen Speicher und ſelbſt des ganzen Landes nicht aus⸗ 


reichen würde, dies Verlangen, das dem Könige urſprünglich auper- 


ordentlich beſcheiden vorgekommen war, zu befriedigen. Als dem 
König dies gemeldet wurde, ſprach er zu dem Erfinder: „Dein Scharf⸗ 
ſinn, einen ſolchen Wunſch auszudenken, iſt noch bewundernswerter 
als dein Talent im Erfinden des Schachſpiels.“ 

In der Tat würde ſich, da das Schachbrett 64 Felder (8 x 8) 
hat, eine ungeheuer große Zahl von Weizenkörnern ergeben, nämlich 
für alle 64 Felder zuſammen die 20ſtellige Zahl 

18 446 744073 709551615, 


eine Körnermenge, die genügen würde, um das ganze feſte Land der 
Erde bis zu einer Höhe von faſt 1 em zu bedecken. Die Zahlen 
wachſen, durch die Verdoppelung von Feld zu Feld, natürlich ſehr 
ſchnell und nehmen ſchließlich ungeheuer große Werte an. — Dieſe 
Tatſache des enormen Wachstums bei fortgeſetzter Verdoppelung be⸗ 
nutzte einmal eine in München erſcheinende Zeitung der vormärzlichen 
Zeit, „Die deutſche Tribüne“, zu einem ſeinerzeit vielbelachten Witze): 
Das Blatt wußte fih gegenüber den beſtängigen Zenſurplackereien 
nicht anders zu helfen, als daß es die vom Zenſor geſtrichenen Ar⸗ 


1) Ludwig Salomon, „Geſchichte des Deutſchen Zeitungsweſens“, Bd. III, 
S. 450. n 
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tikel trotzdem abdruckte. Natürlich wurde es nun mit Geldſtrafe bez 
legt, und zwar wurde, da die Zeitung dies Verfahren fortſetzte, die 
Geldbuße von Fall zu Fall verdoppelt. Da brachte die „Tribüne 
eines ſchönen Tages einen Artikel, in dem genauer dargelegt wurde, 
daß das Miniſterium ein Mittel erfunden habe, um die bayeriſchen 
Staatsſchulden in Jahr und Tag zu tilgen: Es brauche nur mit der 
angeordneten jedesmaligen Verdoppelung der Geldſtrafen in der be⸗ 
gonnenen Weiſe fortzufahren. Die Heiterkeit war allgemein, und die 
bayeriſche Regierung fah fih veranlaßt, zu anderen Mitteln zu grei⸗ 
fen, verzichtete ſogar auf den Verſuch, die Geldſtrafen, die bereits 
eine unerſchwingliche Höhe erreicht hatten, einzutreiben, — und der 
bayeriſche Staat hat ſo ſeine Staatsſchulden bis zum heutigen Tage 
behalten. : 

Kehren wir zu dem Fall der Weizenkörner auf dem Schachbrett 
zurück und ſchreiben wir für die einzelnen Felder die Zahlen der 
Körner hin, ſo erhalten wir eine Reihe von Zahlen, die ſo beginnt: 
1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, 2048, 4096, 8192, 
16384, 32768, womit wir nur erft für ein Viertel aller Felder des 
Schachbretts die betreffenden Zahlen angegeben haben. Die Zahlen 
dieſer Reihe, von denen jede ſich aus der vorhergehenden durch 
Multiplikation mit 2 ergibt (z. B. 2 X< 8 16), nennt man die 
„Potenzen“ der Zahl 2, und zwar bezeichnet man die Zahl 2 ſelbſt 
als die erſte Potenz von 2, die Zahl 4 = 2 X< 2 als die zweite, 
die Zahl 8 = 2 X< 2 X< 2 als die dritte Potenz der 2 uſw. Man 
ſchreibt dies auch folgendermaßen: 

21 23 2? 4; 23 8; 24 16; 25 = 32 uſw. 
Aus Gründen der Analogie wird man alsdann die erſte Zahl der 
obigen Reihe, nämlich 1, die „nullte Potenz der 2“ nennen und ent⸗ 
ſprechend: 2° 1 ſchreiben müſſen. 

Vor dieſe Reihe der Potenzen der Zahl 2, d. h. vor die Zahl 1, 
mit der die Reihe ja anfängt, wollen wir nun aus einem beſonderen 
Grunde noch eine zweite 1 ſchreiben, ſo daß die Reihe nunmehr ſo 
beginnt: 1, 1, 2, 4, 8, 16, 32 In dieſer neuen Reihe iſt 
nun jede Zahl genau ebenſo groß wie alle in der Reihe vorher⸗ 
gehenden Zahlen zuſammengenommen, z. B. 1 + 1 + 2 = 4, ſodann 
1+1+2+4=8. Gilt dies aber für den Anfang, alfo z. B. 
bis 8, ſo gilt es auch ſtets weiterhin, wie der Leſer ſofort aus der 
Schreibweiſe . 
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1, 1, 2, 4, 8, 16 
— nm? 


8 


jteht, wenn er bedenkt, daß nach dem Bildungsgeſetz reſp. der Defi- 
nition der Reihe auf 8 die Zahl 2 x 8 = 16, auf 16 wieder 
2 * 16 = 32 uſw. folgt. Laſſen wir nun die zur Aushilfe hinzu⸗ 
genommene erſte Eins wieder fort, ſo iſt die Summe der Zahlen bis 
zur 8 (mit Ausſchluß diefer) natürlich nicht mehr = 8, ſondern nur 
= 7, alfo um 1 kleiner als die in der Reihe folgende Zahl 8, und 
wir haben daher das Reſultat: 

Satz 1: In der Reihe der Potenzen der Zahl 2 iſt jede 
Zahl um 1 größer als alle vorhergehenden Zahlen zufam- 
mengenommen. 

Aus dieſem Grunde würden auf das 64. Feld des Schachbretts 
ebenſoviel Weizenkörner reſp. genau geſprochen: noch ein Korn mehr 
als auf die erſten 63 Felder zuſammengenommen kommen. Wir 
würden daher, wenn wir die Geſamtzahl der Weizenkörner aller 
64 Felder ausrechnen wollten, dieſe Addition aller 64 Zahlen nicht 
einzeln ausführen, ſondern natürlich nur die Zahl der Körner des 
letzten Feldes berechnen. Dieſe Zahl, vermindert um 1, iſt dann zu⸗ 
gleich die Summe der Körner von den übrigen 63 Feldern. 


§ 2. Eine beſondere Anwendung der Reihe 
der Potenzen von 2. 

Die Gewichtsſätze unſerer gleicharmigen Wagen beſtehen gewöhn⸗ 

lich aus folgenden Stücken: 
1 g, 2 g, 2 8, 5 8, 10 f, 20 f, 20 f, 50 f 

und ſetzen ſich nach dieſem Prinzip, eventuell nach beiden Seiten hin. 
fort. Der Gewichtsſatz, den wir hier betrachten wollen, mag auf 
die angegebenen 8 Gewichte beſchränkt ſein und ermöglicht alsdann 
jedenfalls alle Wägungen von 1 g bis einſchließlich 110 g und zwar 
von g zu g. 

Wir wollen nun die Frage erheben, ob fich dieſelben Wä⸗ 
gungen, wie mit dieſen 8 Gewichten, auch mit einer geringe⸗ 
ren Anzahl von Gewichten ausführen ließen, reſp. wie viele 
Gewichte mindeſtens und welche hierzu erforderlich ſind. 


38 Kap. IV. Dyadiſche Spiele — 


Dabei wollen wir vorausſetzen, daß die eine Schale der Wage aus⸗ 
ſchließlich dem zu wägenden Gegenſtande verbleibt, alſo nicht etwa 
auch mit Gewichten unſeres Gewichtsſatzes (Gegengewichten) belaſtet 
wird. Dann muß zunächſt, will man ein Gewicht von 1 g abwägen 
können, in dem Gewichtsſatz jedenfalls das Gewicht 1 g vertreten 
ſein.“) Will man auch 2 g abwägen, fo muß entweder zu dem Gez 
wicht von 1g noch ein gleiches hinzutreten oder aber ein Gewicht 
von 2 g vertreten fein. Die letztere Annahme führt uns jedoch weiter 
als die erſtere, indem fie nämlich außer den Abwägungen von 1 g 
und 2 g auch zugleich eine folde von 3 g = 1 g + 2 g ermöglicht. 
Wir werden daher die beiden erſten Stücke unſeres geſuchten Gewichts⸗ 
ſatzes fo wählen: 1 g, 2 g. Um nun auch 4 g abwägen zu können, 
brauchen wir entweder ein weiteres Gewicht von 1 g oder ein zweites 
von 2 g oder eins von 3 g oder ſchließlich eins von 4 g. Der Leſer 
iſt keinen Moment darüber im Zweifel, wofür wir uns zu entſcheiden 
haben werden; denn, während z. B. ein Gewichtsſatz von 1 g, 2 8, 
2 g uns nur alle Wägungen von 1 g bis 5 g ermöglicht, können wir 
mit 1 g, 2 g, 4 g alle Wägnngen von 1 g bis 7 g einſchließlich aus⸗ 
führen (5 = 4 + 1; 6 = 4 + 2; 7 =4 +2 J 1). Um nun hier⸗ 
über hinauszukommen, werden wir offenbar ein Gewicht von 8 g 
hinzunehmen und können alsdann mit den 4 Gewichten von 1 g, 2 g, 
4 g, Sg bereits alle Wägungen von 1 g bis 15 g inkl. ausführen, indem 


9=8+1 ift. Man ſieht ſofort, daß man jetzt ein Ge⸗ 
10 =8 +2 wicht von 16 g wird hinzunehmen müſſen, und 
1=8+2+1 wir erkennen in der Reihe von Zahlen: 1, 2, 4, 
12 =8 4+4 8,16, auf die wir hier kommen, die aus dem voriz 


13 2 8＋ 471 gen Paragraphen uns wohlbekannte Reihe der 
14—=8+4+2 Potenzen der Zahl 2 wieder. In der Tat würden 
15 = 8＋ 42 ＋1 wir bei weiterer Fortſetzung unſeres Verfahrens 
ſtets nach den Zahlen dieſer Reihe fortſchreiten müſſen, ſo daß alſo 
jetzt 32, 64, 128 uſw. kommen würden. Man erkennt dieſe Not⸗ 
wendigkeit leicht folgendermaßen: Die Gewichte ig, 2 g, 4 g, 8 g 

1) Würden die Gewichte auf beide Schalen verteilt, jo ließe ſich 1 g ja 
auch ohne das Eingrammsgewicht abwägen, etwa als Differenz von 3 g 
und 2 g. Läßt man auch dieſe Art Wägungen (durch Gegengewichte) zu, 
fo kommt man tatſächlich mit noch weniger Gewichten aus, als ſich für 
unſere obige Frageſtellung ergeben werden, doch ſoll dieſer Fall, wie ge⸗ 
ſagt, hier ganz außer Betracht bleiben; ſ. jedoch meine „Math. Unterh. u. 
Spiele“, Bd. 1 (2. Aufl.), S. 88 ff. 
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ermöglichen alle Wägungen von 1 g bis 15 g einſchließlich, wie wir 
gezeigt haben. Ich denke mir dieſe 15 Wägungen nun der Reihe 
nach ausgeführt und lege jedesmal das neu hinzugetretene Gewicht 
16 g dazu; alsdann erhalte ich ſtatt der Wägungen von 1 g bis 15 g 
alle Wägungen von 17 g bis 31 g einſchließlich. insgeſamt alfo alle 
Wägungen von 1 f bis 31 g einſchließlich. Zu der Abwägung von 
31 g brauche ich alle 5 Gewichtsſtücke (1 g, 2 g. 4 g, 8 g. 16 g), 
vermag aber eine Wägung von 32 g mit ihnen offenbar nicht mehr 
zu leiſten. Wie wir nämlich aus dem vorigen $ (Satz 1) willen, 
iſt es eine allgemeine Eigenſchaft der Reihe der Potenzen der Zahl 2, 
daß die Summe der Zahlen dieſer Reihe, bis zu einer gewiſſen Grenze 
genommen, um 1 kleiner ift als die nächſtfolgende Zahl der Reihe. 
Hiernach iſt es begreiflich, daß wir mit unſeren 5 Gewichtsſtücken 
1 g. 2 g, 4 g, 8 g, 16 g nur bis zu Wägungen von 31 g einſchließ⸗ 
lich zu reichen vermögen, alſo unmittelbar vor 32, der nächſtfolgenden 
Potenz der 2, halt machen müſſen. Wollen wir weiter gehen, ſo 
müſſen wir aljo’ein Gewicht von 32 g hinzunehmen und vermögen 
mit den jetzt zur Verfügung ſtehenden Gewichten offenbar alle Wä⸗ 
gungen bis 63 g, und zwar lückenlos von g zu g, auszuführen. Das 
weiter hinzutretende Gewicht muß dann 64 g fein, und dieſer Gez 
wichtsſatz von jetzt 7 Gewichten: 1 g, 2 g. 4 g, 8 g, 16 g, 32 g, 64 g 
ermöglicht uns alle Wägungen bis einſchließlich 127 g; er leiſtet ſo⸗ 
mit, obwohl nur aus 7 Gewichten beſtehend, mehr als die im Ver⸗ 
kehrsleben üblichen mit ihren erſten 8 Gewichten, die nur Wägungen 
bis 110 g geſtatten, wie ſchon oben gejagt wurde. — Um übrigens 
einem etwaigen Mißverſtändnis vorzubeugen, ſei noch ausdrücklich 
bemerkt, daß ſolche nach den Potenzen der Zahl 2 fortſchreitenden 
(„dyadiſchen“) Gewichtsſätze für den praktiſchen Gebrauch gewiß 
nicht empfehlenswert find, eine Frage, die jedoch hier nicht zur Er⸗ 
örterung ſteht. 

Bei Gelegenheit dieſer beſonderen Aufgabe gewannen wir zugleich 
ein wichtiges allgemeines Reſultat, von dem wir noch weiterhin Ge⸗ 
brauch machen werden und das wir daher für ſich geſondert aus⸗ 
ſprechen wollen als: 

Satz 2: Jede beliebige Zahl läßt ſich darſtellen als 
Summe von Zahlen aus der Reihe der Potenzen der 2 und 
zwar ſo, daß jede dieſer Potenzen höchſtens einmal in der 
Summe vorkommt. f 
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Frage 10: Leiſtet nicht ein Gewichtsſatz, beſtehend aus den Ge- 
wichten 1 g, 2 g, 4 g, 8 g, 16 g, 33 g, 65 g noch mehr als der ſoeben 
(S. 39) angegebene, indem er auch noch Abwägungen von 128 g und 
129 g ermöglicht? 

Frage 11: Durch wieviel Gewichte (Mindeſtzahl) kann ein Ge⸗ 
wichtsſatz, beſtehend aus Gewichten von 1 g, 2 g, 2 g, 5 g, 10 g, 
20 g, 20 g, 50 g, 100 g, 200 g, 200 g, erſetzt werden? 


§ 3. Erraten gedachter Zahlen und Gegenſtände. 

Die in dem Satz 2 des vorigen Paragraphen ausgeſprochene Mög⸗ 
lichkeit der Darſtellung jeder Zahl als Summe von lauter verſchie⸗ 
denen Potenzen der 2 findet bei zahlreichen Spielen und Aufgaben 
Anwendung, die wir daher, wie in der Überſchrift dieſes Kapitels ge⸗ 
ſchehen, „dyadiſche“ nennen und von denen wir in dieſem und dem 
nächſten Paragraphen einige Proben geben wollen.“) Dabei wollen 
wir die Zahlen der gedachten Reihe, alfo 1, 2, 4, 8 ..., der ein⸗ 
facheren Unterſcheidung halber als unſere „Grundzahlen“ bezeichnen. 


I. Das Erraten einer gedachten Zahl. 

In einer Geſellſchaft denkt man ſich eine Sahl, die der 
vorher hinausgefandte A ſich anheiſchig macht zu erraten, 
falls der mit ihm unter einer Decke ſpielende B ihn durch 
einige aneinandergelegte Münzen „auf die richtige Fährte 
führen“ darf, 

wobei es, wie A und B etwa geheimnisvoll behaupten, auf die Winkel 
ankomme, unter denen die Münzen aneinandergelegt werden. Die 
Verabredung zwiſchen A und B geht einfach dahin, daß die Kehrſeite 
(Wappenſeite, Revers) einer Münze immer eine Null, die Kopfſeite 
(Avers) dagegen die verſchiedenen Potenzen von 2, und zwar von 
links anfangend ſukzeſſive 1, 2, 4, 
8 . . . bedeuten ſoll. B ſtellt die ge- 
dachte Zahl dann einfach als Summe 
unſerer, wie wir ja ſagen wollten, 
„Grundzahlen“ 1, 2, 4, 8... dar. 
Wenn B alfo aus feinen Münzen beiſpielsweiſe die Fig. 23 formt, fo 


1) Übrigens gehören auch noch die folgenden, in den Kapiteln V und 
VI geſondert behandelten Spiele zu den „dyadiſchen “. 
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bedeutet dies: Da die erſte Münze links die Wappenſeite zeigt, jo ift 
die erſte „Grundzahl“, alſo 1, fortzulaſſen; dagegen hat A wegen der 
Kopfſeite der zweiten und dritten Münze die zweite und dritte Grund⸗ 
zahl, alſo 2 und 4, zu nehmen; die vierte Grundzahl (8) iſt wieder 
auszulaſſen, die fünfte (16) dagegen zu nehmen. Die gedachte Zahl 
ift ſomit 2 +4 + 16 = 22, die A nun der ſtaunenden Menge ver: 
künden darf. 


II. Das Erraten eines gedachten Bildes. 


Auf einer Karte ſind 32 verſchiedene Bilder dargeſtellt, 
etwa in 4 Reihen zu je 8. Irgend jemand, ſagen wir Z, wird 
von A aufgefordert, ſich eins dieſer Bilder zu denken; A will 
dann erraten, welches Bild Z ſich gedacht hat. 


Außer der großen Karte mit allen 32 Bildern, der „Hauptkarte“ 
beſitzt A noch 5 weitere Karten („Teilkarten“), auf deren jeder 16 der 
32 Bilder (etwa in 2 Reihen zu 8) wiedergegeben find. A hält nun 
dem Z jede dieſer 5 Karten der Reihe nach hin und läßt ſich jedesmal 
von ihm angeben, ob das gedachte Bild auf der betreffenden Karte 
vorkommt oder nicht. Nach den Antworten, die 2 hierauf gibt, kann 
4 dann das gedachte Bild eindeutig beſtimmen. 

Es ändert offenbar an dem Spiel nichts, wenn wir ſtatt der 32 
Bilder 32 Zahlen, am einfachſten die Zahlen 1—32, annehmen: das 
erſte Bild der Hauptkarte wird eben durch die Zahl 1 erſetzt, das zweite 
durch 2, das letzte durch 32, wobei wir in der Numerierung der Bil⸗ 
der in jeder Reihe von links nach rechts gehen und die 4 Reihen von 
oben nach unten durchlaufen. Jede der Zahlen 1— 31 läßt ſich nun 
als Summe der Grundzahlen 1, 2, 4, 8, 16 darſtellen (die letzte Zahl, 
32, die ſelbſt eine Grundzahl iſt, laſſen wir vorläufig außer Betracht). 
Wir denken uns dieſe Darſtellung nun für alle 31 Zahlen durchgeführt, 
alſo z. B für die Zahl 23 in der Form: 1+2+4+16. Wie oft, 
meint der Leſer wohl, wird bei dieſen 31 Darſtellungen rechts die 
Grundzahl 1 vorkommen? Offenbar tritt ſie auf bei allen unge⸗ 
raden Zahlen, alfo bei 1, 3, 5, . .. 31. Es find deren im ganzen 16. 
Dieſe 16 Zahlen reſp. die ihnen entſprechenden Bilder ſind nun auf der 
einen der 5 Teilkarten abgebildet. Aber nicht nur die 1 tritt bei die⸗ 
ſen 31 Darſtellungen gerade 16 mal auf, ſondern, wie eine einfache 
Überlegung zeigen würde, kommt jede der übrigen Grundzahlen, alſo 
die 2, die 4, die 8, die 16, hierbei ebenſo oft vor, die Grundzahl 16 
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z. B. in den Darſtellungen der Zahlen 16—31. Man hat daher die 
16 Zahlen, in deren Darſtellung die Grundzahl 2 auftritt, reſp. die 
ihnen zugeordneten 16 Bilder auf die zweite Teilkarte gebracht und 
entſprechend den Grundzahlen 4, 8 und 16 die drei weiteren Teilkarten 
angefertigt. Die Zahl 32 reſp. das 32. Bild kommt ſo offenbar auf 
keiner der Teilkarten vor. Die 5 Teilkarten ſind alſo, wenn wir auf 
jeder die Zahlen der Größe nach ordnen, ſo beſchaffen, wie Fig. 24 


Fig. 24. 
zeigt, wobei wir uns nur ſtatt der Zahlen die betreffenden Bilder, 
dieſe etwa in zwei wagerechten Reihen zu je 8 angeordnet, geſetzt 
denken müſſen. Gibt nun 2 beiſpielsweiſe an, daß das von ihm ge⸗ 
dachte Bild auf den Teilkarten II, III. V vertreten ift, auf den Teil- 
karten I und IV aber fehlt, jo ſagt dies dem A folgendes: Die Teil- 
karten I, II, III, IV, Ventſprechen den Grundzahlen 1, 2, 4, 8, 16 
(in unſerer Fig. 24 iſt die oberſte Zahl jeder Teilkarte zugleich die 
betreffende Grundzahl); von dieſen Grundzahlen ſind im vorliegen⸗ 
den Falle die zweite, dritte und fünfte, d. h. 2, 4, 16 zu nehmen, die 
erſte und vierte (1 und 8) dagegen fortzulaſſen. Das gedachte Bild 
hat mithin auf der Hauptkarte den Platz 2 + 4 +16 = 22 und ift 
damit eindeutig beſtimmt. 
Kommt das gedachte Bild auf keiner der 5 Teilkarten vor, ſo iſt 
es das 32., das letzte der Hauptkarte. 
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§ 4. Der Lucasſche Turm. 


Dieſes von dem franzöſiſchen Mathematiker E. Lucas erfundene 
Spiel beſteht aus 
einem Brett mit 
3 Pflöcken; auf 
einem der Pflöcke 
befindet ſich eine 
9 9 (bei uns 
8) in der Mitte — 

durchbohrter N 
Scheiben (oder E7 
etwa Münzen P 

3 ——— 

Größe) pyrami⸗ Fig. 25. 
denartig übereinander und nach der Größe geordnet.“) 

Das Spiel beſteht darin, die Scheiben alle auf einen der 
beiden anderen Pflöcke zu bringen, wenn man zur Seit immer 
nur eine Scheibe umſetzen und bei allen Umſetzungen ftets 
nur eine kleinere Scheibe auf eine größere, niemals umgekehrt, 
ſetzen darf. 

Natürlich ſoll das Ziel durch möglichſt wenig Operationen erreicht, 
unnötige Umſetzungen alſo vermieden werden. 

Es fei C der Pflock, auf den die Scheiben gebracht werden folen, 
und A der, auf dem ſie urſprünglich ſitzen, wie in Fig. 25 angegeben. 
Man beginne das Spiel zunächſt mit nur 2 Scheiben, denke ſich alſo 
die übrigen 6 unſerer Figur fort. Man ſieht, daß man alsdann die 
obere Scheibe auf B zu ſtecken hat, dann die untere (größere) auf 
O und nun die von B auf C. Bei 2 Scheiben find alfo 3 Umſetzungen 
zur Erreichung des Ziels erforderlich. — Nimmt man jetzt 3 Schei⸗ 
ben — wir wollen ſie von oben nach unten 1, 2, 3 nennen —, ſo 
wird man, bevor die Scheibe 3 von A heruntergenommen werden 
kann, erſt 1 und 2 auf einen anderen Pflock bringen müſſen und 
zwar wird man dies ſo einzurichten haben, daß 3 darauf ſofort auf 
C kommt. C muß alfo dann leer fein; d. h. man hat zunächſt 1 und 


1) Das Spiel kann von den Züllchower Anſtalten (ſ. S. 14, Anm. 1) be⸗ 
zogen werden (Nr. 840/4 des Preisverzeichniſſes: „Die Ringe des Braminen“). 


AN 
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2 auf B zu bringen. Dies erfordert, mit Vertauſchung von B und C, 
unſer voriges Verfahren bei nur 2 Scheiben, beanſprucht alſo 3 Um⸗ 
ſetzungen (Scheibe 1 von A auf C, 2 von A auf B, 1 von C auf B). 
Alsdann kommt nun 3 auf C, und darauf müſſen 1 und 2 von B 
auf C gebracht werden, was wieder 3 Umſetzungen erfordert (1 von 
B auf A, 2 von B auf C, 1 von A auf C). Bei 3 Scheiben find alfo 
7 Umſetzungen erforderlich. — Man ſieht ſofort, daß dies ganz analog 
fo weiter geht: Um 4 Scheiben von A auf C zu bringen, hat man 
zunächſt die 3 Scheiben 1, 2, 3 von A auf B zu bringen (7 Um⸗ 
ſetzungen), darauf Scheibe 4 von A auf C, dann die Scheiben 1, 2, 3 
von B auf O (7 Umſetzungen); zuſammen 15 Umſetzungen. Wir hätten 
hierbei alſo zunächſt die Umſetzungen des vorigen Falles der 3 Schei⸗ 
ben zu wiederholen, jedoch mit Vertauſchung der Pflöcke B und C. 
Begannen wir im vorigen Falle mit: „1 von A auf C“, jo würden 
wir daher jetzt zu beginnen haben: „1 von A auf B“. Zurückblickend 
ſehen wir ſo, daß die erſte Umſetzung lautete: 
bei 2 Scheiben: „1 von A auf B” 
= 3 z „1 von A auf C0“ 
: 4 z „1 von A auf B“. 


Da nun jedesmal, wenn wir zu einer um 1 größeren Scheibenzahl 
fortſchreiten, wieder eine ſolche Vertauſchung von B und C ftattfinden 
wird, jo wird der Anfang offenbar abwechſelnd lauten: „1 von A 
auf B“ und „1 von A auf 0“, und zwar gilt das erſtere bei gerader 
Scheibenzahl, das letztere bei ungerader. Nennen wir C den „End⸗ 
pflock“ und B den „Übergangspflock“, fo können wir aljo jagen: 
Bei ungerader Scheibenzahl hat man damit zu beginnen, 
die kleinſte Scheibe auf den Endpflock zu bringen, bei ge⸗ 
rader Scheibenzahl dagegen auf den Übergangspflock. 
Dieſe für das praktiſche Spiel ſehr wichtige Regel iſt leicht zu be⸗ 
halten und eine Verwechſelung der beiden Fälle völlig ausgeſchloſſen, 
wenn man dabei nur an den allereinfachſten Fall, eine Scheibe, denkt, 
für den ſich die Regel von ſelbſt verſteht. 
Für die Zahl der erforderlichen Umſetzungen hatten wir gefunden: 
bei 1 Scheibe 1 Umſetzung 
= 2 Scheiben 3 Umſetzungen 
3 = 7 z 
4 5 15 = 


won 
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Wenn der Leſer auch bereits hiernach das Geſetz dieſer Zahlen er⸗ 
rät, ſo werden wir doch noch eine beſſere Einſicht in die Art, wie die 
Zahlen 1, 3, 7, 15 uſw. zuſtandekommen, gewinnen, wenn wir die 
Frage aufwerfen: Wie viele der 15 Umſetzungen, die bei 4 Scheiben 
erforderlich ſind, werden vorgenommen mit Scheibe 1, wie viele mit 
Scheibe 2 uſw.? — Nun, von den 3 Umſetzungen, die bei 2 Scheiben 
erforderlich ſind, erfolgen zwei mit Scheibe 1 und eine mit Scheibe 2 
Wir ſchreiben dies kurz ſo: 


2 Scheiben 


Scheibe 1... . 2 Umſ. 
2. . . 1 Umſ. 
zuſ. 3 Umſ. 


Bei 3 Scheiben gliedert ſich das Verfahren in folgende 3 Stufen: 
Umſetzen der Scheiben 1 und 2 von A auf B, Umſetzen der Scheibe 3 
von A auf C, Umſetzen der Scheiben 1 und 2 von B auf C. Hieraus 
ſieht man, da das Verfahren der 2 Scheiben (1 und 2) zweimal aus⸗ 
zuführen iſt, daß die Umſetzungen für dieſe beiden Scheiben ſich ver⸗ 
doppeln gegenüber dem vorigen Fall, und wir erhalten alſo: 


3 Scheiben 4 Scheiben 
Scheibe 1... 4 Umi. Scheibe 1. . 8 Um. 
2 2....2 Um: =z 2....4 Umſ. 
= Bes. Im ⸗„ 3....2 Umſ. 
auf. 7 Umf. — .1 mi. 
und hiernach entſprechend: auj. 15 Umſ. 


Die Zahlen der Umſetzungen für die einzelnen Scheiben, von unten 
nach oben geleſen (1, 2, 4, 8 im letzten Falle), find die Potenzen 
von 2 und zwar nicht nur hier in dieſen einfachſten Fällen, ſondern 
dies gilt, da ſich beim Fortſchreiten von Fall zu Fall die Zahlen ver⸗ 
doppeln und unten ſtets eine 1 hinzutritt, ganz allgemein. Die Ge⸗ 
ſamtzahl der Umſetzungen für jeden Fall iſt dann nach unſerem 
Satz 1 (S. 37) um 1 kleiner als die nächſtfolgende Potenz von 2; 
ſo würde ſich alſo bei 5 Scheiben als Geſamtzahl aller Umſetzungen 
31 (= 32 — 1) ergeben. 

Frage 12: Wie viele Umſetzungen ſind bei 7 Scheiben im ganzen 
erforderlich? Wie viele Umſetzungen hiervon werden mit Scheibe 1, 
wie viele mit Scheibe 5 vorgenommen? Welches iſt die allererſte Um⸗ 
ſetzung in dieſem Falle? 
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Kapitel V. 
Das Zankeiſen. 
Das Muſeum für Völkerkunde in Leipzig beſitzt in ſeinen Samm⸗ 
lungen ein merkwürdiges, aus China, und zwar der Provinz Schan⸗ 


tung, ſtammendes Spielzeug, das unſere Fig. 26 in verkleinerter Wie⸗ 
dergabe zur Anſchauung bringt: Auf einer in einen Griff auslaufen⸗ 
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Fig. 26. 

den Gabel oder Spange ſitzen, wenn wir uns zunächſt auf den oberen 
Teil des Inſtruments beſchränken, 9 Ringe; das Ganze iſt, mit Aus⸗ 
nahme der Bindfadenumwickelung am Griff, in Meſſing ausgeführt. 
Wenn auch die chineſiſche Herkunft dieſes Exemplars unzweifelhaft feſt⸗ 
zuſtehen ſcheint, ſo iſt doch kaum anzunehmen, daß das geiſtreiche Spiel⸗ 
zeug eine Erfindung der Chineſen überhaupt ſei, und jedenfalls iſt es 
in Europa, gering veranſchlagt, ſeit vier Jahrhunderten bekannt. Von 
den verſchiedenen Namen, unter denen es in Deutſchland ſeit längerer 
Zeit umläuft, haben wir hier den des „Zankeiſens“ bevorzugt. — Für 
die Beſprechung des Spielzeugs iſt es bequemer, an Stelle des chine⸗ 
ſiſchen Exemplars mit ſeinen 9 Ringen eins mit weniger Ringen zu⸗ 
grunde zu legen, und ſo geben wir denn in Fig. 27 eine ſchematiſche 
Zeichnung mit 5 Ringen, die unſeren weiteren Ausführungen als 
Grundlage dienen mag. Mit Bezug auf ſie können wir dann Ein⸗ 
richtung und Zweck des Spielzeugs jo beſchreiben“): 

1) Für die Beſchäftigung mit dieſem höchſt reizvollen Spiel, die ich dem 
Leſer nicht dringend genug anraten kann, iſt die Benutzung eines Modells 
kaum zu entbehren oder wenigſtens ſehr zu empfehlen. Wer nicht vorzieht, 
ſich ſelbſt ein ſolches anzufertigen, kann es von den Züllchower Anſtalten (ſ. 
hier S. 14, Anm. 1) beziehen (Nr 842/4 des Preisverzeichniſſes). Augenblick⸗ 
lich iſt dort freilich nur die Spielform mit 9 Ringen vorrätig, doch iſt für 
ſpäter (nach dem Kriege) daneben auch die Ausführung mit weniger, etwa 
5, 7 und 8 Ringen, in Ausſicht genommen. 
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Jeder der 5 Ringe ift durch einen an ihm befeſtigten Fa⸗ 

den, der, außer bei einem Ring (Nr. ] unſerer Figur), durch 
das Innere des benachbarten Ringes und — bei allen Rin- 
gen — zwiſchen den beiden Bügeln der Spange hindurchgeht, 
mit einer kleinen Stange (a in unſerer Figur) feſt verbunden. 
Das Spiel beſteht nun darin, die Spange von dem Syſtem der 
Ringe zu trennen. 


Der Anfänger verſucht die Löſung gewöhnlich in der Weiſe, daß 
er, den Griff etwa in die linke Hand nehmend, die Ringe nach rechts 


3 
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Fig. 27. 

bis über das Ende der Spange zieht und nun — irrtümlicherweiſe — 
die Ringe über einen der beiden Bügel der Spange wirft, muß dann 
aber erkennen, daß dies zur Löſung der Aufgabe nicht nur nichts bei⸗ 
trägt, vielmehr nur eine Verwirrung der Fäden herbeiführt. Man 
erkennt in der Tat ſehr leicht, daß man die einzelnen Ringe zwar 
nach rechts (im Sinne der Fig. 27) von der Spange herunterzuziehen 
haben wird, daß ſie darauf jedoch nicht auf die eine Seite der Spange, 
ſondern zwiſchen den beiden Bügeln der Spange hindurch nach unten 
geworfen werden müſſen, und es entſteht jetzt nur die Frage, in wel⸗ 
cher Reihenfolge man dieſe Manipulationen mit den verſchiedenen 
Ringen vorzunehmen hat, um auf die ſchnellſte Art eine Trennung 
von Spange und Ringen zu erzielen. In der urſprünglichen Stellung 
(ſ. Fig. 27) können nur die Ringe 4 und 5 nach unten gelangen — 
ohne daß einer der betreffenden Fäden über einen Bügel der Spange 
greift, was natürlich zu vermeiden ift —, und zwar 5 in der bereits 
angegebenen Weiſe, und 4, indem man 4 und z gleichzeitig nach rechts 
über die Spange hinausführt und dann 4 von oben zwiſchen den 
Bügeln hindurch nach unten wirft, 5 dagegen wieder auf die Spange 
ſetzt oder gleichzeitig mit 4 nach unten wirft. Bezeichnen wir nun 
das Lostrennen eines Ringes von der Spange kurz als das „Senken“ 
eines Ringes und die umgekehrte Operation als das „Heben“ und 
rechnen wir die Ringe in der Reihenfolge der Nummern in der Fig. 27, 
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alſo z. B. 3 als den auf 2 „folgenden“ Ring, ſo erkennt man leicht 
folgendes: 

Ein Ring kann nur dann gehoben reſp. geſenkt werden, 
wenn der folgende Ring oben iſt, alle weiteren folgenden 
Ringe jedoch unten ſind; der letzte Ring (5) kann jederzeit 
gehoben reſp. geſenkt werden. ER 


1 

Hätten wir z. B. die durch das Schema 5 angedeutete 
Stellung — in der die Gerade die Spange und die kleinen Kreiſe 
oberhalb derſelben die auf ihr figenden Ringe, die unteren Kreiſe die 
geſenkten Ringe bedeuten — auf irgendeine Weiſe herbeigeführt, ſo 
würde der Ring 2 jetzt gehoben werden können, weil der folgende 
Ring (3) oben tft, alle weiteren folgenden Ringe (4 und 5) dagegen 
unten. Dagegen würden die Ringe 1 und 3 nicht geſenkt und 4 nicht 
gehoben werden können; wohl aber könnte 5 gehoben werden und mit 
ihm zugleich allerdings auch 4. 

Hiernach erkennt man, daß es bei unſerer Aufgabe, das Syſtem 
der Ringe von der Spange zu trennen, vor allem darauf ankommen 
wird, den Ring 1 zu ſenken, und daß, nachdem dies geſchehen, dieſer 
Ring völlig aus der Betrachtung ausſcheidet und man dann nur noch 
mit einem Spiel von 4 Ringen zu tun hat. Damit aber 1 geſenkt 
werden kann, muß nach unſerer obigen Vorſchrift Ring 2 oben und 
müſſen 3, 4, 5 unten ſein. Es iſt alſo vorher 3 zu ſenken, und dies 
erfordert, daß 4 oben und 5 unten iſt. Hiernach ergibt ſich folgende 


Dispoſition: Es iſt zunächſt 5 zu ſenken, darauf kann dann auch 3 
2 3 4 5 


8 1 
geſenkt werden, und wir erhalten ſomit die Stellung >52. Um 
nun auch 4 ſenken zu können, müſſen wir 5 wieder heben und können 
darauf 4 und 5 — gleichzeitig, wie ſchon oben bemerkt war, — ſenken. 

1 2 3 4 5 


Wir erhalten jo die Stellung sss, die nun, wie ſchon geſagt, 

die Vorbedingung für das Senken von 1 darſtellt. Aus ihr reſultiert 

daher „55. Damit ſcheidet 1 ganz aus der Betrachtung aus, 

und, damit nun 2 geſenkt werden kann, muß zuvor 3 gehoben werden. 

Dies bedingt aber, daß 4 gehoben wird, und dies wieder dasſelbe 

für 5. Wir heben daher zunächſt 4 und 5, was bei dieſen beiden zu⸗ 
1 3 4 5 


leich geſchehen kann, erhalten alfo „2. Soll 3 gehoben mer- 
in, jo muß erft wieder 5 geſenkt werden, jo daß wir ſukzeſſive die 
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23 4 5 1 2 3 4 5 
elen 33 und s; erhalten. Damit nun 2 geſenkt 
werden kann, muß nicht nur 3 oben, Jondern zugleich 4 und 5 unten 
ſein, und, um 4 ſenken zu Ae müfen wir zuvor 5 heben, jo daß 


wir zunächſt die Stellung z 28 bekommen. Dies iſt aber die An⸗ 
fangsſtellung für ein Spiel mit 4 Ringen, und die weiteren Opera⸗ 
tionen ſind genau dieſelben, als ob wir von Anfang an nur 4 Ringe 
gehabt hätten. Durch die jetzt zunächſt erreichbare Zwiſchenſtellung 
1 45 12345 


5 gelangen wir zu 55 8 6, womit auch der Ring 2 aus 

der Betrachtung ausſcheidet. Damit nun 3 geſenkt werden kann, muß 

zuvor 4 gehoben werden, und dies bedingt wieder, daß 5 zuvor reſp. 

gleichzeitig gehoben wird, „wo daß folgende ſukzeſſive Stellungen not- 
1 


wendig weben: 55 Bu (Anfangaftellung für ein Spiel mit 3 Rin⸗ 
1 1 2 


gen), ss oes 55 5 Heben wir nun noch 5 und ſenken dann 
4 und 5 5 gleichzeitig, J dt das ganze Syſtem der Ringe von der 
Spange getrennt, wie verlangt war. 

Umgekehrt bringt man die Ringe wieder auf die Spange zurück, 
indem man genau die umgekehrten Operationen wie zuvor, und zwar 
in umgekehrter Reihenfolge, ausgeführt, alſo: 


1. Heben von 4 und 5 9. Senken von 3 

2. Senken von 5 10. Heben von 5 

3. Heben von 3 11. Senken von 4 und 5 
4. Heben von 5 12. Heben von 1 

5. Senken von 4 und 5 13. Heben von 4 und 5 
6. Heben von 2 14. Senken von 5 

7. Heben von 4 und 5 15. Heben von 3 

8. Senken von 5 16. Heben von 5. 


Auf die mathematiſche Theorie des Spiels, für die — beiläufig 
bemerkt — die im vorigen Kapitel beſprochene Reihe der Potenzen 
der 2 eine grundlegende Bedeutung beſitzt (vgl. S. 40, Anm. 1), 
dürfen wir nach den obigen Ausführungen verzichten. Die Theorie 
würde uns im Grunde genommen nur eine Beſtätigung unſerer Dar⸗ 
ſtellung liefern und insbeſondere den Beweis dafür geben, daß das 
von uns oben angewandte Verfahren auch wirklich das kürzeſte iſt, 
um die geſtellte Aufgabe zu löſen. Bei dieſem unſerem Verfahren 
waren für den von uns hier zugrunde gelegten Spezialfall von 5 Rin⸗ 

ANuG 170: Ahrens, Math. Spiele. 4. Aufl. 4 
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gen 16 Operationen er⸗ Anzahl der Ringe Anzabl der Umſtellungen 
forderlich, wenn wir ein > = —— 


gleichzeitiges Heben und — = I 
Senken der beiden letzten Pen. u d: 
Ringe (4 und 5) für eine + 7 
Operation zählen. Wir 5 16 
wollen nun wenigſtens bei 6 = 31 
der mathematiſchen Theorie 
unſeres Spiels die An- ki — — er 
leihe machen, daß wir noch 8 127 
die Anzahl der erforder⸗ 9 256 
lichen einzelnen Umftl- | 10 u 511 
lungen für verſchiedene n g 11 — 1024 
zahlen von Ringen in einer — 
Tabelle, wie folgt, zuſmam.— 2 ae N a 
524287 


menſtellen: 20 


Bei 65 Ringen würde die Minimalzahl der erforderlichen Um- 
ſtellungen bereits eine 20 ſtellige Zahl und gerade um 1 größer fein 
als die Anzahl aller Weizenkörner auf dem Schachbrette in dem oben 
(S. 35 f.) beſprochenen Falle. 

Frage 13: Welche anfängliche Stellung wäre bei 5 Ringen die 
ungünſtigſte, d. h. diejenige, von der aus am meiſten Operationen er= 
forderlich ſind, um das Syſtem der 5 Ringe von der Spange zu tren⸗ 
nen? Wie viele Operationen erfordert dieſer ungünſtigſte Fall? 


Kapitel VI. 
Nim. 


§ 1. Beſchreibung des Spiels und Skizzierung 
ſeiner Theorie. 


Der Urſprung dieſes Spiels iſt unbekannt. Auf einigen amerika⸗ 
niſchen Schulen, bisweilen auch auf Jahrmärkten, wird es geſpielt; 
es ſoll aber auch in Deutſchland ſchon ſeit Jahrzehnten bekannt ſein. 
Genannt wird es zumeiſt „Fan⸗Tan“. Da man jedoch mit demſelben 
Namen auch ein ganz anderes, bei Chineſen beliebtes Spiel bezeichnet, 
das ein reines Glücksſpiel ift, jo haben wir hier den obigen eng- 
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liſchen, von einem amerikaniſchen Mathematiker vorgeſchlagenen Namen 
akzeptiert. 

Man benutzt zu dem von zwei Perſonen geſpielten Spiel 
eine Anzahl von irgendwelchen Objekten, etwa Sündhölzern 
oder kleinen Steinen. Es wird damit begonnen, daß 3 Hau- 
fen“ von „Steinen“ gebildet werden, und zwar ſo, daß jeder 
Haufen, wie wir vorläufig der Einfachheit halber annehmen 
wollen, höchſtens 7, andererſeits aber auch wenigſtens I Stein!) 
enthalten mag. Das Spiel beſteht nun darin, daß zunächſt 
einer der Spielenden eine beliebige Anzahl von Steinen von 
einem Haufen fortnimmt, d. h. alfo wenigſtens einen Stein 
und eventuell auch den ganzen Haufen. Innerhalb und mit 
Einſchluß dieſer Grenzen darf der Spielende alſo beliebig 
wählen, ebenſo wie ihm auch die Wahl des Haufens über- 
laſſen bleibt; nur dürfen nicht gleichzeitig Steine verſchiedener 
Naufen fortgenommen werden. Darauf kommt der andere 


„Spieler an die Reihe, um nun ſeinerſeits nach denſelben Be: 


ſtimmungen, wie der erſtere, zu verfahren, und zwar darf er 
denſelben Haufen wie fein Gegner oder auch einen anderen 
wählen. So geht dies abwechſelnd fort, ſolange Steine vor⸗ 
handen ſind. Wer den letzten Stein bekommt, iſt Sieger. 


Wir wollen der Einfachheit halber die einzelnen Operationen der 
Spieler als erſten, zweiten uſw. „Zug“ unterſcheiden. — Die mathe⸗ 
matiſche Theorie lehrt nun, daß einer der beiden Spieler ſtets den 
Sieg erzwingen kann; welcher von beiden ſich in dieſer günſtigen Lage 
befindet, ob derjenige, der den erſten oder der den zweiten Zug tut, 
hängt lediglich von der Anfangsſtellung ab. 

Eine beſtimmte Phaſe des Spiels iſt offenbar durch die Anzahlen 
der Steine in den Haufen völlig charakteriſiert. Wir werden fie da⸗ 
her etwa durch 1, 4, 6 bezeichnen, wenn der eine Haufen 1, ein 
anderer 4 und der dritte 6 Steine enthält, und wollen ſolche Spiel⸗ 
phaſen „Stellungen“ nennen. Dabei wollen wir aus ſpäter zu er⸗ 
kennenden Gründen die Stellungen 


1) Wir ſprechen alſo aus Zweckmäßigkeitsgründen auch von einem „Hau⸗ 
fen“ von einem Stein und überlaſſen den Logikern die Erörterung der 
berühmten Streitfrage, bei welcher Mindeſtzahl von Objekten der vulgäre 
Begriff des „Haufens“ beginnt. 

4 * 
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1, 2, 3 2, 4, 6 3, 4, 7 
1, 4, 5 2, 5, 7 3, 5, 6 (Syſtem I) 
1, 6, 7 


r 
„ausgezeichnete“ und die übrigen mit gleichfalls 3 Haufen, alfo z. B. 
1, 4, 6 oder 3, 4, 4, „gewöhnliche“ nennen. Der Leſer erkennt un⸗ 
ſchwer, daß die Zahl der „gewöhnlichen“ Stellungen ſehr viel größer 
iſt als die der „ausgezeichneten“. Befinden ſich z. B. in dem einen 
Haufen 2 Steine und in einem zweiten 4, jo haben wir eine aus⸗ 
gezeichnete“ Stellung nur dann, wenn in dem dritten Haufen 6 Stein e 
liegen. In allen anderen Fällen, d. h. alſo, wenn in dem dritten 
Haufen 1, 2, 3, 4, 5 oder 7 Steine liegen, würde die Stellung eine 
„gewöhnliche“ ſein; denn nur 2, 4, 6 findet fi in unſerem „Sy⸗ 
ftem J“, nicht aber 2, 4, 1 oder 2, 4, 2 oder 2, 4, 3 uſw. — Iſt 
ein Haufen ganz verſchwunden, ſo mögen „ausgezeichnet“ diejenigen 
Stellungen heißen, bei denen die beiden übriggebliebenen Haufen 
gleich viele Steine enthalten; alle übrigen Stellungen mit nur zwei 
Haufen, alſo alle mit zwei ungleichen Haufen, ſollen „gewöhnlich“ 
heißen. Stellungen mit nur einem Haufen werden ſtets „gewöhnlich“ 
genannt. Zu den oben angegebenen „ausgezeichneten“ Stellungen 
des „Syſtems I“ kommen aljo als gleichfalls „ausgezeichnet“ noch hinzu: 

0, 1, 1 0, 4, 4 0, 6, 6 

O, 2, 2 0, 5, 5 O, 7, 7 (Syſtem II) 

O, 3, 3 
und ſchließlich noch O, O, O, alfo diejenige Stellung, die dem Spieler, 
der ſie erreicht, die Siegespalme einträgt. Einſchließlich dieſer letzten 
Stellung haben wir ſomit im ganzen 15 „ausgezeichnete“ Stellungen, 
während eine einfache Rechnung lehren würde, daß die Zahl der ge- 
wöhnlichen“ Stellungen 105 beträgt. Die „ausgezeichneten“ Stel⸗ 
lungen ſind nun ſo ausgewählt, daß folgendes gilt: 

Satz 1: Eine „ausgezeichnete“ Stellung kann durch den 
nächſten Zug nie wieder in eine „ausgezeichnete“, ſondern 
immer nur in eine „gewöhnliche“ Stellung übergeführt 
werden. 

Satz 2: Eine „gewöhnliche“ Stellung läßt ſich durch den 
nächſten Zug zwar ſtets in zahlreiche „gewöhnliche“, jedoch 
auch ſtets in mindeſtens eine „ausgezeichnete“ Stellung 
überführen. 
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Wir werden in den nächſten Paragraphen ſehen, daß die „ausgezeich⸗ 
neten“ Stellungen den Spieler zum Siege führen. Hiernach und nach 
den ſoeben — vorläufig freilich ohne Begründung — angegebenen 
Sätzen läßt ſich das Prinzip des praktiſchen Spiels bereits jetzt fol⸗ 
gendermaßen formulieren: Der Spieler muß danach trachten, 
durch ſeinen Zug eine „ausgezeichnete“ Stellung herzu⸗ 
ſtellen. Iſt dies z. B. dem Spieler A gelungen, ſo wird B, 
da er ziehen muß und eine „ausgezeichnete“ Stellung nur 
in eine gewöhnliche” übergeht (Satz 1), die „aus gezeichnete“ 
Stellung wieder zerſtören, alſo eine „gewöhnliche“ her— 
tellen müſſen. A kann diefe jedoch wieder in eine „aus: 
gezeichnete“ umwandeln (Satz 2) und kann ſo von einer 
„ausgezeichneten“ Stellung zur anderen und ſchließlich 
zum Siege fortſchreiten. 


§ 2. Begründung der Theorie des Spiels. 


Die Überzeugung von der Richtigkeit der im vorhergehenden 8 1 
ausgeſprochenen Sätze gewinnt der Leſer leicht an der Hand beſtimm⸗ 
ter Beiſpiele. Zunächſt Satz 1: Greifen wir zuerſt von den „aus: 
gezeichneten“ Stellungen des Syſtems II eine, etwa 0, 5, 5, heraus, 
ſo ſehen wir, daß durch den nächſten Zug notwendig eine „gewöhn⸗ 
liche“ Stellung daraus wird; denn entweder der eine der beiden Hau⸗ 
fen verſchwindet beim nächſten Zuge ganz oder er verringert ſich und 
wird damit dem anderen ungleich. Das Reſultat des nächſten Zuges 
ift alfo entweder O, O, 5 oder etwa O, 2, 5; beides find aber nach 
unſeren Definitionen „gewöhnliche“ Stellungen. Die „ausgezeichneten“ 
Stellungen des Syſtems II laſſen ſich ſomit durch je einen Zug ſicher 
ſämtlich nur in „gewöhnliche“ überführen, wie Satz 1 es will. — 
Aber auch für die Stellungen des Syſtems J gilt der Satz; wir be⸗ 
trachten zu dem Zweck ein Beiſpiel, etwa 2, 5, 7. Laſſen wir durch 
den nächſten Zug einen Haufen ganz verſchwinden, ſo wird die Stel⸗ 
lung, da die beiden übrigbleibenden Haufen ungleich ſind, unbedingt 
„gewöhnlich“. Wir haben alſo nur noch die Fälle zu betrachten, in 
denen einer der Haufen verringert wird, ohne zu verſchwinden. 
Nehmen wir nun von dem erſten Haufen einen Stein fort, ſo daß 
1, 5, 7 bleibt, ſo haben wir eine „gewöhnliche“ Stellung; denn in 
denjenigen „ausgezeichneten“ Stellungen, in denen die 1 vorkommt, 
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kommen niemals zugleich 5 und 7 vor (ſ. Syſtem I, erſte Spalte). 
Verringern wir den zweiten Haufen, ſo bleiben jedenfalls in dem 
erſten Haufen 2 und in dem dritten 7 Steine. Nun finden wir aber 
in dem ganzen Syſtem I nur eine Stellung, die zugleich 2 und 7 
enthält; das iſt unſere anfängliche Stellung 2, 5, 7. Wird alſo der 
Haufen 5 verringert, ſo ergibt ſich zweifellos eine „gewöhnliche“ 
Stellung. Bei Verringerung des dritten Haufens iſt es ganz ent⸗ 
ſprechend. 

Der Leſer hat unſchwer erkannt, daß weſentlich hierbei folgender 
Umſtand iſt: das Syſtem I der „ausgezeichneten“ Stellungen iſt fo 
eingerichtet, daß irgend zwei Zahlen, z B. 3 und 7, nur einmal zu⸗ 
ſammen in einer „Stellung“ vorkommen, nämlich in 3, 4, 7. Anderer⸗ 
ſeits kommt aber jedes Paar von zwei Zahlen auch einmal zuſammen 
in einer Stellung des Syſtems I vor. Wir werden zwar hierauf zurück⸗ 
kommen und dieſe Angabe, die wir hier nur proviſoriſch machten, noch 
näher begründen müſſen, wollen jedoch zur beſſeren Veranſchaulichung 
dieſer Einrichtung des Syſtems I jetzt noch folgendes hinzufügen: Wir 
denken uns, die Zahlen 1, 2, . . . 7 bezeichneten die Mitglieder eines 
Skatklubs; nennen wir ſie der Reihe nach etwa: Schulze, Müller, 
Schmidt, Meyer, Lehmann, Krauſe, Fiſcher. Die Kombinationen zu 
je 3 in unſerem Syſtem I bezeichnen dann immer gerade eine Skat⸗ 
partie. Das Syſtem I erhält nun 7 „Stellungen“; dieſe mögen den 
7 Tagen der Woche entſprechen, d. h. es mag in dem Klublokal an 
jedem Abend der Woche ſich ein Trio zu einer Spielpartie einfinden. 
Nehmen wir alsdann die Stellungen des Syſtems J in jeder Zeile von 
links nach rechts, fo liefert uns unfer Syſtem I folgenden Wochen⸗ 
ſpielplan für den Klub: 

Sonntag: Schulze, Müller, Schmidt. 

Montag: Müller, Meyer, Krauſe. 

Dienstag: Schmidt, Meyer, Fiſcher. 

Mittwoch: Schulze, Meyer, Lehmann. 

Donnerstag: Müller, Lehmann, Fiſcher. 

Freitag: Schmidt, Lehmann, Krauſe. 

Sonnabend: Schulze, Krauſe, Fiſcher. 
Wir bemerken alsdann folgendes: Jedes Klubmitglied kommt gleich 
oft zum Spiel, nämlich dreimal in der Woche. Dabei ſpielt jedes der 

7 Mitglieder gerade einmal in der Woche mit jedem anderen zuſam⸗ 
men: an ſeinem erſten Abend mit zwei Mitgliedern, an ſeinem zwei⸗ 
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ten Abend nicht wieder mit einem des erſten Abends, ſondern mit zwei 
anderen Mitgliedern und an ſeinem dritten Spielabend mit den noch 
übrigen zwei.!) So ſpielt Schmidt z. B. am Sonntag, Dienstag und 
Freitag, und zwar am Sonntag mit Schulze und Müller, am Diens⸗ 
tag mit Meyer und Fiſcher, am Freitag mit Lehmann und Krauſe, 
alſo mit jedem gerade einmal in der Woche. — Dies mag zur Ver⸗ 
anſchaulichung der Art, wie die Zahlen des Syſtems I miteinander 
kombiniert ſind, vorläufig genügen. 

Wir verſuchen nun, uns den Satz 2 plauſibel zu machen: Der erſte 
Teil, daß eine „gewöhnliche“ Stellung ſich auf mannigfache Weiſe 
durch einen Zug in andere „gewöhnliche“ überführen läßt, z. B. 1, 2, 5 
in 1, 2, 4 oder in 1, 2, 2 oder in 1, 2, 1 oder in 1, 2, 0 oder in 
0, 2, 5 uſw., bedarf keiner weiteren Begründung. Es läßt ſich aber, 
wie der Satz 2 weiter will, jede „gewöhnliche“ Stellung durch einen 
Zug auch in mindeſtens eine „ausgezeichnete“ überführen. Am leich⸗ 
teften erkennt man dies bei nur zwei Haufen: hat man z. B. die „gez 
wöhnliche“ Stellung O, 4, 7, fo erhält man daraus eine „ausgezeich⸗ 
nete“, wenn die beiden Haufen gleich gemacht werden, was nur durch 
Verringerung des größeren möglich iſt, ſo daß man alſo 0, 4, 4 be⸗ 
kommen würde. Wäre in der „gewöhnlichen“ Stellung nur noch ein 
Haufen vertreten, hätten wir alfo z. B. 0, 0, 4, jo müßte, wie ſelbſt⸗ 
verſtändlich, dieſer Haufen ganz zum Verſchwinden gebracht werden, 
um die „ausgezeichnete“ Stellung 0, O, O, die zugleich das Spiel mit 
dem Siege des Ziehenden beendet, zu erhalten.?) — Hat man eine 
„gewöhnliche“ Stellung mit drei Haufen, z. B. 3, 6, 7, ſo darf man 
keinesfalls, will man eine „ausgezeichnete“ erhalten, einen Haufen 
ganz verſchwinden laſſen. Man darf alſo einen Haufen nur verrin⸗ 
gern. Will man den erſten Haufen verringern, ſo bleiben alſo jeden⸗ 
falls die Zahlen 6 und 7 des zweiten und dritten Haufens unverän⸗ 
dert. Die einzige „ausgezeichnete“ Stellung, in der 6 und 7 zuſam⸗ 
men vorkommen, ift nun 1, 6, 7 (f: Syſtem J); es muß alfo der erſte 
Haufen von 3 auf 1 verringert werden. Entſprechend findet man, daß 


1) Darauf, ob eventuell alle 3 Spielabende des einzelnen Mitglieds un⸗ 
mittelbar aufeinander folgen reſp. wie ſie ſich ſonſt auf die Woche verteilen, 
iſt hier keine Rückſicht genommen. 

2) Der Leſer ſieht alſo ſchon hier, daß es nicht willkürlich war, wenn 
wir die Stellung 0, 0, 0 zu den „ausgezeichneten“ rechneten (S. 52), ſon⸗ 
dern daß vielmehr innere Gründe hierzu zwingen. 
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man den zweiten Haufen von 6 auf 4 oder den dritten von 7 7 auf 5 
zu verringern hätte, mit dem Reſultat, daß man fo eine der „aus⸗ 
gezeichneten“ Stellungen 3, 4, 7 und 3, 6, 5 erhalten würde. In 
dem Falle dieſes Beiſpiels läßt ſich die „gewöhnliche“ Stellung alfo 
durch den nächſten Zug auf 3 Arten in eine „ausgezeichnete“ übe r⸗ 
führen. Im allgemeinen wird es drei Möglichkeiten für diefe Über- 
führung zwar nicht geben, und es genügt uns auch vollkommen, wert rt 
es nur eine gibt. Es entſteht aber die Frage, ob eine ſolche Mög- 
lichkeit auch ſtets ſtatt hat. Wollten wir an diefer Frage vorüber- 
gehen, ſo würden wir in unſerer Beweisführung eine erhebliche Lücke 
laſſen; andererſeits zwingt uns dieſe Erörterung, ein wenig in die 
mathematiſche Theorie des Spiels einzudringen. Der Leſer, der hie r⸗ 
auf verzichten will, möge daher den Reſt dieſes Paragraphen über⸗ 
ſchlagen und alsdann gleich bei § 3 fortfahren. 

Es hätten ſchon oben die Fragen aufgeworfen werden können, durch 
welche weſentlichen Eigenſchaften ſich die „ausgezeichneten“ Stellunge rt 
von den „gewöhnlichen“ unterſcheiden und auf welche Weiſe die „aus⸗ 
gezeichneten“ Stellungen, insbeſondere die des Syſtems I, erhaltet 
wurden. Zur Beantwortung dieſer Fragen erinnern wir den Leſer zir⸗ 
nächſt an die ſchon S. 36 f. betrachtete Reihe der Potenzen der Zahl 2, 
alſo an jene mit 1 beginnende Zahlenreihe, in der 4 2 1 
jede Zahl das Doppelte der vorhergehenden iſt: 1,2, — — 


4,8, 16... .. Wir brauchen augenblicklich von dieſen L= „ 1 
Reihe nur den Anfang: 1, 2, 4. Wir erinnern uns 5 
weiter daran, daß jede beliebige Zahl ſich als — 2+1 
Summe von Zahlen dieſer Reihe darſtellen läßt 424 

(Satz 2, S. 39), nämlich die uns hier allein inter⸗ Di „ 1 
eſſierenden Zahlen bis 7 einſchließlich in nebenſtehen⸗ = 2 53 ai 


der Weiſe: 

Wir wollen daher 4, 2, 1 der Kürze halber jetzt wieder, wie ſchon 
auf S. 40, unſere „Grundzahlen“ nennen. Greifen wir nun irgendeine 
„Stellung“ aus dem Syſtem I, etwa 3, 4, 7, heraus und ſchreiben die 
drei darin vorkommenden Zahlen in der ſoeben angegebenen Weiſe 


untereinander, alſo 3 = 2+1 
4=4 
7=4+2 +1, 


fo ſehen wir, daß auf der rechten Seite an Grundzahlen untereinander 
ehen zwei 1, zwei 2 und zwei 4. Würden wir dieje Darſtellung der Zahlen 
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nun für alle „Stellungen“ des! Syſtems ! vornehmen, ſo würden wir finden, 
daß von den Grundzahlen 1, 2 und 4 ſtets jede entweder zweimal oder 
gar nicht in einer „Stellung“ vorkommt, wie dies letztere z. B. bei der 


Stellung 2, 4, 6: 2 = 2 
4 2 4 
6 247 2 


bezüglich der Grundzahl 1 der Fall iſt. Niemals aber kommt eine der 
Grundzahlen bei dieſer Darftellung in den Stellungen des Syſtems! 
ein⸗ oder dreimal vor; vielmehr würde alsdann die Stellung zu den 
„gewöhnlichen“ gehören. Daß auch die Stellungen von Syſtem II die⸗ 
ſelbe Eigenſchaft zeigen, bedarf kaum der Erwähnung, da dieſe Stel⸗ 
lungen, abgeſehen von der 0, immer nur zwei gleiche Zahlen auf⸗ 
weiſen, wobei unſere Bedingung bezüglich der Grundzahlen ſelbſt⸗ 
verſtändlich erfüllt iſt. Doch nicht nur beſitzen alle Stellungen von 
Syſtem I und II, alſo alle „ausgezeichneten“ Stellungen, die betref⸗ 
fende Eigenſchaft, ſondern ſie ſind auch die einzigen Stellungen, denen 
dieſe Eigenſchaft zukommt. Wenn wir nämlich irgendwelche Stellungen, 
die außerhalb der Syſteme I und II ſtehen, alſo „gewöhnlich“ find, 
hieraufhin prüfen würden, ſo würden wir ſtets finden, daß ihnen dieſe 
Eigenſchaft abgeht. Wir greifen als Beiſpiele etwa die Stellungen 
1, 2, 4 und 3, 6, 7 heraus, die nicht zu den „ausgezeichneten“ des 
Syſtems I gehören und für die wir folgende Darſtellungen in den 
Grundzahlen erhalten: 


1— 1 3= 2+1 
2= 2 6=4+2 
4-4 712447271 


Bei der erſteren kommen die Grundzahlen 4, 2 und 1 nur je einmal 
vor, bei der letzteren die Grundzahlen 4 und 1 allerdings je zweimal, 
dagegen die Grundzahl 2 dreimal; die verlangte Bedingung wird alſo 
durch keins der beiden Beiſpiele erfüllt. — Der Vollſtändigkeit halber 

ſei nur noch bemerkt, daß die Stellung 0, 0, O natürlich der geſtellten 
Bedingung genügt, alſo mit Recht den „ausgezeichneten“ Stellungen 
zugerechnet wird (vgl. die Anm. 2 S. 55). 

Damit haben wir eine beſtimmte Definition für die „ausgezeich⸗ 
neten“ Stellungen gewonnen, nämlich die, daß bei Darſtellung ihrer 
3 Zahlen durch die Grundzahlen jede Grundzahl gar nicht oder zwei⸗ 
mal vorkommt, und haben an ſpeziellen Beiſpielen die Überzeugung 
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gewonnen, daß alle „ausgezeichneten“ Stellungen die angegebene cha⸗ 
rakteriſtiſche Eigenſchaft beſitzen, alle „gewöhnlichen“ Stellungen da⸗ 
gegen nicht. Wir wollen jedoch dieſer Definition jetzt eine genetiſche 
Form geben, indem wir in Beantwortung einer oben (S. 56) bereits 
aufgeworfenen Frage ein Verfahren angeben, um die Geſamtheit aller 
„ausgezeichneten“ Stellungen zu bilden. Suchen wir beiſpielsweiſe 
eine nach unſerer jetzigen Definition „ausgezeichnete“ Stellung, in der 
die Zahlen 3 und 5 vorkommen, fo würde man fo fagen müffen: 
3= 2+1 
54 +1. 

Da nun hierin die Grundzahlen 4 und 2 nur je einmal, 1 jedoch zwei⸗ 
mal vorkommt, ſo muß die dritte Zahl der geſuchten „Stellung“ die 
Grundzahl 4 einmal, die Grundzahl 2 einmal, die Grundzahl 1 gar 
nicht enthalten, alfo 4 + 2 = fein; die fo erhaltene Stellung beſitzt 
dann die Eigenſchaft, die wir unſerer jetzigen Definition gemäß von 
den „ausgezeichneten“ Stellungen verlangen. Danach muß alſo 3, 5, 6 
eine „ausgezeichnete“ Stellung ſein, und in der Tat finden wir ſie im 
Syſtem L In dieſer Weiſe findet man zu zwei gegebenen Zahlen 
ſtets eine und nur eine dritte Zahl, die mit den beiden erſten eine 
„ausgezeichnete“ Stellung bildet, oder mit anderen Worten: 3, 5, 6 
iſt die einzige „ausgezeichnete“ Stellung, in der die Zahlen 3 und 5 
zuſammen vorkommen. Damit dürfen wir zunächſt eine auf S. 54 in 
unſeren Darlegungen gebliebene Lücke als ausgefüllt anſehen: Wir 
antizipierten dort, jedoch ohne Begründung, die charakteriſtiſche Eigen⸗ 
ſchaft des Syſtems J, daß es in ihm für je zwei Zahlen ſtets eine, 
aber auch nur eine „Stellung“ gibt, in der dieſe beiden Zahlen zu⸗ 
fammen vorkommen !), eine Eigenſchaft, für die wir hier nun den in- 
neren Grund erkennen. — Wir können uns nun denken, daß man, wie 
in unſerm Beiſpiel: 3, 5, fo alle Kombinationen der Zahlen 1, 2, . . 7 
zu je zweien vornimmt, und jedesmal die zugehörige „ausgezeichnete“ 
Stellung bildet. So muß man jedenfalls zu allen Stellungen des Sy⸗ 
ſtems I und damit, da Syſtem II ſofort hingeſchrieben werden kann, 
zu allen „ausgezeichneten“ Stellungen überhaupt kommen. Man braucht 
nicht einmal alle Kombinationen der Zahlen 1, 2, . . 7 zu je zweien 


Ebenſo wie entſprechend in dem oben betrachteten Analogon des Skat⸗ 
die Spielordnung eine ſolche war, daß irgend zwei Mitglieder jeden⸗ 
ın einem Abend der Woche, aber auch nicht öfter, zuſammen ſpielen. 
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zu wählen, ſondern kann das Verfahren entſprechend abkürzen; wir 
wollen dies jedoch nur andeuten, indem wir darauf hinweiſen, daß, 
wenn wir, wie oben von 3, 5, jetzt von 3, 6 ausgehen würden, wir 
als dritte Zahl natürlich 5 finden, alſo zu derſelben „ausgezeichneten“ 
Stellung 3, 6, 5, die wir bereits gebildet hatten, kommen würden, 
ſo daß wir alſo, ohne eine Einbuße zu erleiden, die Kombination 3, 6 
ganz ignorieren dürfen, nachdem eine „ausgezeichnete“ Stellung mit 
3 und 6, nämlich 3, 5, 6, ſchon gefunden war. Jedenfalls erſchöpfen 
wir durch ein ſolches Verfahren die Geſamtheit aller Stellungen des 
Syſtems I leicht und erkennen fo, daß es außerhalb der Stellungen 
von Syſtem 1 und II einſchließlich O, 0, o keine weitere Stellung 
geben kann, die die verlangte Eigenſchaft der „ausgezeichneten“ Stel⸗ 
lungen beſitzt. 

Aus dem Vorhergehenden erhellt nun weiter leicht, wie wir eine 
„gewöhnliche“ Stellung in eine „ausgezeichnete“ überzuführen haben. 
Wenn die Stellung, um die es ſich handelt, „gewöhnlich“ ſein ſoll, ſo 
wird mindeſtens eine der Grundzahlen 4, 2, 1 ein⸗ oder dreimal 
vorkommen; denn andernfalls wäre die Stellung ja bereits „ausge⸗ 
zeichnet“. Wir ſehen uns alſo hieraufhin jedesmal die Grundzahlen 
4, 2, 1 von links nach rechts an. Beiſpielsweiſe in unſerem oben 
(S. 57) an zweiter Stelle betrachteten Spezialfall 


3 = 2+1 
6=4+2 
T=4+2+1 


kommt zunächſt die Grundzahl 4 zweimal vor. Daran darf alfo nichts 
geändert werden. Sodann kommt jedoch die Grundzahl 2 dreimal vor, 
die Grundzahl 1 dagegen wieder zweimal; es iſt alſo nur eine 2 zu be⸗ 
ſeitigen. Man verringert ſomit entweder den erſten Haufen von 3 auf 
1 oder den zweiten von 6 auf 4 oder den dritten von 7 auf 5. In jedem 
Falle fällt eine 2 fort. Genau dieſelben drei Möglichkeiten hatten wir 
ſchon oben (S. 55/56) für dieſen Fall, und zwar lediglich auf Grund der 
Betrachtung des Syſtems I, angegeben. — Wir nehmen auch das erſte 
der obigen (S. 57) Beiſpiele vor: 1 = 1 
2= 2 
4 = 4. 
Die erſte Grundzahl, bei der die Bedingung für die „ausgezeichnete“ 
Stellung nicht erfüllt iſt, iſt die nur einmal vorkommende 4; man wird 
alſo dieſe, da auch die Grundzahlen 2 und 1 nur je einmal vorkommen, 
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erſetzen müſſen durch 2 + 1. Alsdann kommt die 4 gar nicht mehr und 
die 2 und 1 je zweimal vor. Praktiſch bedeutet dies: der Haufen 4 
wird auf 3 verringert, und man gelangt ſo zu der „ausgezeichneten 

Stellung 1, 2, 3. In dem Falle dieſes Beiſpiels gibt es nur dieſe 
eine Möglichkeit, zu einer „ausgezeichneten“ Stellung zu gelangen; 
denn es darf nur verringert, nicht hinzugefügt, und es darf in einem 
Zuge auch nur ein Haufen, nicht etwa mehrere zugleich, verringert 
werden. Deshalb mußte die größte nur einmal vorkommende Grund⸗ 
zahl, nämlich 4, ganz beſeitigt und zu den anderen nur einmal vorkom⸗ 
menden, nämlich 2 und 1, je eine gleiche hinzugefügt werden. Man 
erkennt ſo leicht, daß die Möglichkeit der Überführung einer „gewöhn⸗ 
lichen“ in eine „ausgezeichnete“ Stellung ſtets vorhanden ſein muß!), 
womit die im Beweiſe des Satzes 2 oben (S. 56, Ende des erſten 
Abſatzes) gebliebene Lücke ausgefüllt iſt. 


§ 3. Das praktiſche Spiel. 

Aus den vorſtehenden Erörterungen ergeben ſich für das praktiſche 
Spiel nun folgende im weſentlichen ſchon am Ende von 8 1 (S. 53) 
antizipierte Konſequenzen: Da die „gewöhnlichen“ Stellungen ſehr viel 
zahlreicher ſind als die „ausgezeichneten“, ſo wird die willkürlich 2) gez 
wählte Anfangsſtellung zumeiſt eine „gewöhnliche“ ſein. Der beginnende 
Spieler A wird dieſe dann durch ſeinen Zug in eine „ausgezeichnete“ 
umwandeln; der zweite Spieler B kann aus dieſer „ausgezeichneten“ 
Stellung jedoch nur wieder eine „gewöhnliche“ machen, die alsdann 
von A wieder in eine „ausgezeichnete“ übergeführt wird. A ſchreitet 
ſo von einer „ausgezeichneten“ Stellung zu einer anderen fort und 
gewinnt ſchließlich'). Iſt alfo die willkürlich gewählte Anfangs⸗ 

1) Das Verfahren, die größte ein⸗ oder dreimal vorkommende Grund⸗ 
zahl einmal zu ſubtrahieren und dafür alle nachfolgenden (kleineren), ein⸗ 
mal vorkommenden Grundzahlen je einmal zu addieren, ift ſtets ausführ⸗ 
bar, weil jede dieſer „Grundzahlen“ größer iſt als die Summe aller kleine⸗ 
ren Grundzahlen (ſ. Satz 1, S. 37). 

2) Die Beſtimmung der Anfangsſtellung werden die Spieler, etwa ver⸗ 
mittelſt des Loſes oder nach irgendeinem anderen Verfahren, dem Zufall — 
der auch einer am Spiel unbeteiligten und der Spieltheorie unkundigen 

itten Perſon überlaſſen. 

3) Man hat daher unſere „ausgezeichneten“ Stellungen als diejenigen, 

erzuftellen jeder Spieler beſtrebt ſein muß, die „richtigen“ und die 
öhnlichen“ die „unrichtigen“ genannt. 
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ſtellung „gewöhnlich“, was, wie geſagt, zumeiſt der Fall ſein wird, 
ſo gewinnt bei richtigem Spiel der Anziehende; iſt die Anfangs⸗ 
ſtellung eine „ausgezeichnete“, ſo gewinnt bei richtigem Spiel der 
Nachziehende. 

Die Art, wie ſich hiernach das Spiel geſtaltet, mag auch noch durch 
ein Beiſpiel veranſchaulicht werden, wobei wir die Züge numerieren 
und bei jedem Spieler diejenige Stellung angeben, die er durch den 
betreffenden Zug herſtellt: 

Anfangsſtellung: 4, 5, 6. 
A B 


1) 3, 5, 6 — etwa 3, 5, 4 
2) 1, 5, 4— 1, 4, 4. 
A muß jetzt, um richtig zu ſpielen, den letzten Stein des erſten Hau⸗ 
fens nehmen und ſchafft ſo eine „ausgezeichnete“ Stellung mit nur 
zwei und zwar gleichen Haufen (Syſtem II) alſo: 
3) 0, 4, 4 — etwa 0, 2, 4. 
A nimmt jetzt ſtets ebenſo viele Steine von dem anderen (größeren) 
Haufen, damit die Gleichheit der beiden Haufen wiederhergeſtellt wird, 


alſo: 4) 0, 2, 2 — etwa 0, 1, 2 
5) 0, 1, 1— =- 0,1,0 
6) 0,0,0 , 


Selbſtverſtändlich ift man keineswegs an die Marimalzahl 7 für 
die Objekte des einzelnen Haufens gebunden, vielmehr hatten wir 
dieſe nur aus Bequemlichkeitsgründen vorläufig angenommen. Der 
Leſer wird auch, wenn er darüber hinausgehen will, das Syſtem der 
„ausgezeichneten“ Stellungen nach den Ausführungen des $ 2 leicht 
ſelbſt erweitern können. Enthält z. B. ein Haufen 7, der zweite 9 
Steine, ſo werden wir dieſe Stellung zu einer „ausgezeichneten“ 
ergänzen, indem wir 7 und 9 in den Grundzahlen darſtellen, wo⸗ 
bei zu 1, 2 und 4 jetzt als nächſte Grundzahl 8 hinzutritt. Wir er⸗ 
halten ſo: Te 4+2+1 

9 = 8 +1. 
Die dritte Zahl muß alfo fein: 8 +4 + 2 = 14 und die „ausge⸗ 
zeichnete“ Stellung iſt mithin 7, 9, 14. Will man ſo beim Spiel 
beiſpielsweiſe bis zu 15 Steinen einſchließlich gehen, ſo erhält man 
als Erweiterung des früheren Syſtems I das folgende: 
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1, 2, 3 2, 4, 6 3, 4, 7 4, 8,12 
1, 4, 5 2, 5, 7 3, 5, 6 4, 9, 13 
1, 6, 7 2, 8, 10 3, 8, 11 4, 10, 14 
1, 8, 9 2, 9, 11 3, 9, 10 4, 11, 15 
1, 10, 11 2, 12, 14 3, 12, 15 
1, 12, 13 2, 13, 15 3, 13, 14 
1, 14, 15 

5, 8, 13 6, 8, 14 7, 8, 15 

5, 9, 12 6, 9, 15 7, 9, 14 

5, 10, 15 6, 10, 12 7, 10, 13 

5, 11, 14 6, 11, 13 7, 11, 12. 


Hierzu kommt dann natürlich wieder noch das Syſtem aller der Stel- 
lungen mit nur noch zwei und zwar einander gleichen Haufen. 

Das Spiel kann auch mit mehr als 3, ja beliebig vielen Haufen 
geſpielt werden, doch ſoll darauf hier nicht eingegangen werden, ob⸗ 
wohl die Theorie des Spiels ſich alsdann nur unweſentlich ändert. 
— Man kann auch feſtſetzen, daß derjenige, der den letzten Stein 
nehmen muß, als Verlierer gilt. Auch für dieſe Spielregel bleibt die 
obige Theorie in der Hauptſache beſtehen; immerhin tritt eine kleine 
Erſchwerung ein, ſo daß wir deshalb auf dieſe Variante unſeres Spiels 
nicht näher eingehen, obwohl ſie die verbreitetere fein fol. 

Frage 14: Ein Haufen enthält 7, ein zweiter 25 Steine; wie 
viele muß der dritte enthalten, wenn die Stellung „ausgezeichnet“ 
ſein ſoll? 

Frage 15: Wer gewinnt bei der Anfangsſtellung 3, 17, 18 bei 
richtigem Spiel? 

Frage 16: Liegt nur ein Haufen, und zwar von 25 Steinen, vor 
und wird die Spielregel dahin abgeändert, daß jeder der Spielenden 
mindeſtens einen und höchſtens 4 Steine mit jedem Zuge fortnimmt, 
wer kann alsdann den Sieg erzwingen? 


Kapitel VII. 
Der Röſſelſprung. 
$ 1. Definition. Geſchichte. Vorbemerkungen. 


Das gewöhnliche Schachbrett weiſt bekanntlich 64 Felder auf und 
fordert zum Spiel 32 Figuren. Die Zahl der Figuren würde alſo 
rade ausreichen, um alle Felder der einen Bretthälfte zu beſetzen. 
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Verſchiedene Schachautoren des Mittelalters machen von dieſem Um⸗ 
ſtande Gebrauch, um folgende Aufgabe zu ſtellen: Man denke ſich die 
eine Hälfte des Brettes mit den Figuren in beliebiger Ordnung voll⸗ 
beſetzt und ſchlage nun mit einem der Springer in beliebiger, aber 
ununterbrochener Reihenfolge alle Figuren fort. Bekanntlich „ſchlägt“ 
man im Schach eine Figur mit einer zweiten, wenn man die letztere 
auf das Feld der erſteren bringt. Der betreffende Springer, der alle 
Figuren ſukzeſſive ſchlagen ſoll und felbſt auf einem der 32 Felder 
ſteht, hat alſo die Aufgabe, von ſeinem Felde aus hintereinander auf 
alle 31 anderen Felder, und zwar auf jedes nur einmal, zu ſpringen 
und dabei Felder der anderen Bretthälfte nicht zu betreten. 

Hieraus hat ſich nun die weitere Aufgabe entwickelt, nicht nur das 
halbe, ſondern das ganze Schachbrett in beliebiger, aber ununter⸗ 
brochener Folge der 64 Felder mit dem Springer zu durchlaufen, 
eine Aufgabe, die heute unter dem Namen „Röſſelſprung“ allgemein 
bekannt iſt und in dem Rätſelrepertoire zahlreicher Familienjournale 
einen ſtändigen Platz einnimmt, die aber um die Mitte des 18. Jahr⸗ 
hunderts noch wenig bekannt geweſen ſein muß, da Leonhard Euler, 
der große Mathematiker, von ihr bis dahin noch nicht gehört hatte, 
als ſie ihm eines Tages in einer Geſellſchaft entgegentrat. Allerdings 
muß die Aufgabe bald darauf und vielleicht zum Teil infolge der 
Abhandlung, die Euler nun hierüber verfaßte, weite Verbreitung ge⸗ 
funden haben, ſo daß beiſpielsweiſe ein jüngerer Zeitgenoſſe Eulers, 
von Kempelen (1734 — 1804), durch feinen berühmten Schachauto⸗ 
maten bereits Röſſelſprünge ausführen ließ. Í 

Ein „Springerzug“ beſteht bekanntlich darin, daß die Figur von 
ihrem Felde nach einer der beiden Seiten um zwei Felder in hori⸗ 
zontaler und dann von hier um eins in vertikaler Richtung reſp. zu⸗ 
erſt um zwei in vertikaler und dann um eins in horizontaler Richtung 
fortſchreitet. Von zwei Feldern, zwiſchen denen . 
ein Übergang vermittels eines ſolchen Sprin⸗ 
gerzuges möglich iſt, ſagt man: „ſie röſſeln 
ſich“. Die Maximalzahl der mit einem gegebe⸗ 
nen Felde ſich röſſelnden Felder iſt offenbar 8, 
wie Fig. 28 darſtellt, wenn wir unter dem 
ſchraffierten Feld das Feld des Springers ver⸗ 
ſtehen, und die 8 Felder, die ſich mit dem ſchraf⸗ 
fierten Felde „röſſeln“, durch Kreuze bezeichnen. Fig. 28. 
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Die ganze Figur ſtellt natürlich nur einen Teil des ganzen, 
64⸗feldrigen Schachbretts dar. Würden wir den Springer mehr nach 
dem Rande des Brettes zu aufſtellen, jo würde fein Feld fih even- 
tuell nur mit 6, 4 oder 3 und, wenn wir ihn auf einem Eckfeld 
aufſtellten, gar nur mit 2 anderen Feldern röſſeln. — Wir haben 
in unſerer Figur den auf dem Schachbrett üblichen Unterſchied zwi⸗ 
ſchen ſchwarzen und weißen Feldern nicht gemacht und werden auch 
in den weiteren Figuren hiervon abſehen; der Leſer erkennt jedoch auch 
ſo, daß, wenn unſer in Fig. 28 ſchraffiertes Feld auf dem Schachbrett 
etwa ſchwarz iſt, alle 8 Felder, die ſich damit röſſeln, weiß ſind und 
umgekehrt. Der Springer wechſelt alſo mit jedem Zuge die Farbe 
des Feldes: ſteht er jetzt auf einem weißen Felde, ſo gelangt er durch 
den nächſten Zug, den er tut, ſicher auf ein ſchwarzes, von dort wieder 
auf ein weißes uſw. 

Das erſte Feld eines Röſſelſprungs nennen wir „Anfangs⸗“ oder 
„Ausgangsfeld“, das letzte „Schlußfeld“, beide gemeinſam die „End⸗ 
felder“. Röſſeln ſich Ausgangs⸗ und Schlußfeld, ſo daß man alſo 
von dem Schlußfeld durch einen Springerzug wieder zu dem Aus⸗ 
gangsfeld zurückkehren kann, ſo nennt man den Röſſelſprung „ge⸗ 
ſchloſſen“, anderenfalls „ungeſchloſſen“ oder „offen“. 


§ 2. Beiſpiele von Röſſelſprüngen. 

Die Anzahl aller überhaupt möglichen verſchiedenen Röſſelſprünge 
iſt bisher nicht ermittelt; jedenfalls iſt ſie aber ganz außerordentlich 
groß. Wir können hier natürlich nur einzelne wenige Beiſpiele her⸗ 
ausgreifen, und zwar wollen wir mit dem erſten Beiſpiel, das wir 
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in der Reihenfolge vom Springer durchlaufen, wie die hineingeſchrie⸗ 
benen Zahlen dies angeben, alſo zunächſt die ganze untere Bretthälfte 
und dann erſt die obere. 

Unſer Röſſelſprung iſt übrigens auch „geſchloſſen“, d. h. er⸗ 
möglicht einen Übergang von dem Schlußfeld zum Ausgangsfeld 
zurück, da die Felder 64 und 1 ſich röſſeln. Mit der Exiſtenz eines 
geſchloſſenen Röſſelſprungs ift zugleich der Nachweis erbracht, daß auch 
bei beliebigem Ausgangsfeld ſtets ein Röſſelſprung, und zwar ſogar 
ein geſchloſſener, exiſtiert. Um z. B. einen ſolchen mit 19 als An⸗ 
fangsfeld zu erhalten, braucht man ja in Fig. 29 nur die Felder 
19—64 in alter Weiſe zu durchlaufen, von 64 zu 1 zu gehen und 
dann die Felder 1—19 wieder in alter Weiſe zu durchlaufen. Es 
iſt damit fogar gezeigt, daß es bei beliebigem Ausgangsfeld fogar 
mindeſtens 2 Röſſelſprünge gibt, da jeder geſchloſſene Röſſelſprung 
natürlich eine Durchlaufung der Felder in zwiefacher Reihenfolge 
geſtattet, z. B. unſer urſprünglicher (Fig. 29) neben der Durchlaufung 
im angegebenen Sinne (1, 2, 3... 64, 1) auch die in umgekehrtem 
Sinne (1, 64, 63 ... 2, 1). ; 

Die Diagramme der weitaus meiſten Röſſelſprünge bieten natür- 
lich ein durchaus unregelmäßiges Ausſehen, und eine vollſtändige 
Symmetrie iſt aus Gründen, die in der Natur der Aufgabe liegen, 
überhaupt nicht zu erreichen. Die Röſſelſprungkomponiſten haben 


jedoch vielfach auch den äſthetiſchen Rückſichten ſoweit wie möglich 
Rechnung getragen und ſind hierbei zu hübſchen Reſultaten gelangt. 


Einige der bemerkenswerteſten Beiſpiele dieſer Art geben die umſtehen⸗ 
den Figuren 30—35 wieder, von denen Fig. 30 ein Kreuz, Fig. 31 ein 
N (Napoleon), Fig. 32 ein vierfaches W (Wij Willen Wilhelmus We- 
derom), Fig. 33 ein doppeltes V (Vivat Victoria) im Wappen führt, 
während Fig. 34 als Ganzes eine Art Vaſe darſtellt und Fig. 35 im 
Innern eine Art Blume und auch ſonſt ſchöne Symmetrie zeigt. Alle 
dieſe Röſſelſprünge find „geſchloſſen“, nur der letzte iſt „offen“. 


§ 3. Einige Methoden zur Bildung von Röſſelſprüngen. 
I 


Eine für praktiſche Zwecke ſehr geeignete Vorſchrift zur Bildung 
von Röſſelſprüngen iſt die folgende: 
„Bei jedem Springerzuge wähle man unter den verſchie⸗ 
denen Feldern, die durch dieſen Zug überhaupt zu errei⸗ 
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chen ſind, dasjenige, von dem am wenigſten Springerzüge 
nach unbeſetzten Feldern hin noch möglich ſind, da hier die 
Gefahr, das betreffende Feld nicht wieder zu erreichen und 
es ſomit ganz auszulaſſen, verhältnismäßig am größten 
iſt, während natürlich diejenigen Felder, die noch mit einer 
größeren Zahl von freien Feldern ſich röſſeln, eher von 
einem dieſer aus ſpäter noch erreicht werden können. Ste⸗ 
hen hiernach mehrere Felder (mit einer gleichen Mindeſt⸗ 
zahl von freien Ausgängen) zur Wahl, ſo wähle man unter 
ihnen beliebig.“ 

Die praktiſche Brauchbarkeit dieſer Regel ift fo groß, daß fie ſelbſt 
bei ganz willkürlich angefangenen und ſchon ziemlich weit ohne Be⸗ 
achtung der Regel fortgeſetzten Röſſelſprüngen noch zum Ziele führt. 
Es möge z. B. der Röſſelſprung über 40 Felder bereits willkürlich 
und mehrfach im Widerſpruch zu unſerer Regel ſo, wie Fig. 36 an⸗ 
gibt, geführt ſein; die Beachtung unſerer Regel für die weitere Fort⸗ 
ſetzung liefert uns alsdann dennoch eine Vervollſtändigung des Röſſel⸗ 
ſprungs, wie die umſtehende Fig. 37 dies angibt. 

Die Art, wie der Röſſelſprung der Fig. 37 aus Fig. 36 unter 
Anwendung unſerer Regel entſtanden iſt, mag noch durch folgende 
Ausführungen näher erläutert werden, wobei wir die Felder des Schach⸗ 
bretts der Einfachheit wegen mit den Zahlen der Fig. 37 bezeichnen 
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Feld 43 noch drei offene 
Felder 59 und 49. Dagegen Fig. 36. 
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at Feld 41 nur noch zwei 
LL dee desen, namia 

5 nach 42 und 48. Wir er- 
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Zug kommen in Frage die 
Felder 42 und 48. Von die⸗ 

ſen hat das zweite jetzt noch 
vier freie Ausgänge, näm⸗ 
rn lich nach 47, 63, 49 und 51; 
dagegen hat 42 nur einen Ausgang, nämlich nach 43. Wir müſſen 
alſo unbedingt 42 wählen. Würden wir dies nicht tun, ſondern von 
41 zu 48 gehen ſo könnten wir ſpäterhin zu 42 nur noch von 43 
aus gelangen, aber 42 nicht mehr verlaſſen. Feld 42 würde alſo 
entweder ganz ausfallen oder es könnte höchſtens noch Schlußfeld des 
Röſſelſprungs werden. — Von 43 aus kann man zu 44 und 60 
gelangen, und zwar haben dieſe beiden Felder je drei freie Aus⸗ 
gänge; man kann alſo der Regel gemäß zwiſchen 44 und 60 belie⸗ 
big wählen. Entſcheidet man ſich, wie wir tun wollen, für 44, ſo 
führt die weitere Wanderung notwendig zu Feld 45, da dieſes nur 
zwei freie Ausgänge hat, während die daneben zur Wahl ſtehenden 
Felder 47 und 57 deren je drei beſitzen. In dieſer Weiſe ſetzt ſich 
das Verfahren fort. 

Frage 17: Gehe von dem linken der beiden Endfelder der Fig. 35 
aus, wähle auch die nächſten 36 Felder ebenſo wie in dieſer Figur 
und ſetze die Wanderung von da ab nach der eben beſprochenen 
Regel fort! i 


II. 
Während die ſoeben angegebene Methode, ſo wertvoll ſie für Ver⸗ 
vollſtändigung bereits angefangener Röſſelſprünge iſt, der ſtrengen 
theoretiſchen Begründung entbehrt und daher auch nicht notwendig 
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zum Ziele zu führen braucht, 
wenn dies im allgemeinen 
auch der Fall ſein wird, 
mögen jetzt noch zwei an⸗ 
dere Methoden beſprochen 
werden, die ſich zwar nicht 
einem beliebigen Anfang 
anpaſſen, dafür aber die 
Bildung eines Röſſel⸗ 
ſprungs von Anfang an in 
recht überſichtlicher Weiſe 
lehren. Bei der einen Me⸗ 
thode denkt man ſich das 
Schachbrett geteilt in ein 
inneres Quadrat von 16 
und ein Randgebiet von Fig. 38. 

48 Feldern (ſ. Fig. 38), und weiter die Felder jedes dieſer 2 Teile 
wieder in 4 Klaſſen, und zwar ſo, daß ſich die Felder derſelben 
Klaſſe ſtets hintereinander mit dem Springer durchlaufen laſſen. In 
Fig. 38 iſt dieſe Einteilung ſo veranſchaulicht, daß die Felder der⸗ 
ſelben Klaſſe dieſelbe Bezeichnung tragen und für einige Klaſſen die 
betreffenden Ketten von Springerzügen gezeichnet ſind. Wir haben 
im ganzen 8 Ketten von Springerzügen: 4 innere (wir nennen ſie 
kurz: a“, b“, c', e“) von je 4 Feldern und 4 äußere (a, b, e, e) von 
je 12 Feldern. 

Die Methode beſteht nun darin, die 8 Ketten anein⸗ 
anderzureihen in der Weiſe, daß immer eine innere Kette 
mit einer äußeren abwechſelt, wobei alle Folgen zuläſſig 
find außer ſolchen von gleichen Buchſtaben, alfo außer aa’, 
bb’, ce’, ee’, zwiſchen denen eben ein Übergang nicht möglich iſt. So 
erhält man einen brauchbaren Röſſelſprung beiſpielsweiſe aus dem 
Schema ae eb'ea be, nämlich den umſtehend in Fig. 39 angegebenen. 

Bei der eben beſprochenen Methode faßten wir die 16 Felder des 
inneren Quadrats zu Gruppen von je 4 oder „Quadrupeln“, wie 
wir ſagen wollen, zuſammen. Zwei dieſer Quadrupel bildeten die 
Figur eines Quadrats (b’ und c^), die beiden anderen (a’ und e“) 
die eines Rhombus. Dieſe ſelbe Einteilung wollen wir nun für das 
ganze Schachbrett durchführen, indem wir dieſes zunächſt in 4 gleiche 
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Teile (Quadranten), jeden 
aus 16 Feldern beſtehend, 
teilen und darauf in jedem 
dieſer Quadranten die Felder 
zu Quadrupeln zuſammen⸗ 
faſſen. Die 4 Felder, die zu 
demſelben Quadrupel gehören, 
ſollen dieſelbe Bezeichnung 
erhalten, z. B. alle vier ein 
a oder ein C oder ein E’ uſw. 
(1. Fig. 40). Die entſprechend 
gelegenen Quadrupel in den 
4 Quadranten mögen durch 
= dieſelbe Buchſtabenart bezeich⸗ 

e net, jedoch untereinander durch 
kleine und große Buchſtaben und Strichelung dieſer unterſchieden 
werden, alſo z. B. als A, a, A, a. Dabei mögen die Quadrupel, 
die die Figur eines Rhombus bilden, durch Vokale (A und E), die 
von der Figur eines Quadrats durch Konſonanten (B und C) bezeich⸗ 
net werden. 

Man kann nun die Quadrupel desſelben Buchſtabens aneinander⸗ 
reihen. Zeichnen wir z. B. die 4 Rhomben A, a, A’, a“, fo ſehen 
wir, daß wir dieſe zu einem zuſammenhängenden Zuge verbinden 
können, indem wir in allen 
4 Rhomben je eine Seite 
fortnehmen und durch einen 
Verbindungsſpringerzug er⸗ 
ſetzen, wobei die 4 fort⸗ 
genommenen Seiten ein⸗ 
ander parallel ſind. Für 
die fortzunehmende Seite 
können offenbar in jedem 
Rhombus nur 2 in Betracht 
kommen, nämlich die nach 
den benachbarten Quadran⸗ 
ten zu liegenden, und man 
erhält jo die 4 Quadrupel 
A, a, A’, a auf zwei Arten 
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zu einem „Zuge“ vereinigt, 
wie Fig. 41 dies angibt. 
Wir bekommen alſo zwei 
Züge A, wie wir kurz ſagen 
wollen, zwei Züge B, zwei C 
und zwei E. Die Züge A und 
E — wir wollen fie „Vokal⸗ 
züge“ nennen — ſetzen ſich 
aus Rhomben zuſammen, die 
Züge B und C, die „Konſo⸗ 
nantenzüge“, aus Quadraten. 
Es handelt ſich jetzt, um 
einen vollſtändigen Röf- 
ſelſprung zuſammenzu⸗ 
ſetzen, nur noch darum, 
4 Züge, nämlich je einen 
von A, von B, von C und 
von E, aneinanderzurei⸗ 
hen. Dabei iſt nur zu 
beachten, daß man von 
einem Vokalzug zu einem 
anderen Vokalzug, alſo 
von A zu E, nicht über⸗ 
gehen kann und ebenſo⸗ 
wenig von einem Konſo⸗ 
nantenzug zu einem an⸗ 
deren ſolchen; denn, wie 
der Leſer aus Fig. 40 ſofort 
erſieht, röſſelt kein Feld A, a, 


Fig. 41. 


A’, a“ ſich mit einem Felde E, e, E', e“, und das Entſprechende gilt 
für die durch Konſonanten bezeichneten Felder. Dagegen kann man 
von einem Vokalzug zu einem Konſonantenzug überſpringen, affo 
die 4 Züge von je 16 Feldern etwa in der Reihenfolge ABEC anz 
einanderreihen, wodurch man einen vollſtändigen Röſſelſprung erhält, 
wie die umſtehende Fig. 42 für dieſen Fall durch die hinzugeſetzten 


Zahlen angibt. 
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Fig. 42. 


Natürlich laſſen ſich auch Röſſelſprünge für andere quadratiſche 
oder rechteckige oder andersartig geformte Bretter angeben, wenn 
dies auch nicht unter allen Umſtänden möglich iſt. Auf dieſe Fragen 
kann hier jedoch nicht näher eingegangen werden, und ebenſowenig 
auf die Röſſelſprünge in dreidimenſionalen Gebieten („kubiſche Röſ⸗ 
ſelſprünge“). 


§ 4. Magiſche Röſſelſprünge. 

Eine beſonders kunſtvolle Form der Röſſelſprünge bilden diejeni⸗ 
gen, bei denen die Ziffern, welche die Reihenfolge der Felder angeben, 
in jeder horizontalen und in jeder vertikalen Reihe eine konſtante 
Summe ergeben. Solche Röſſelſprünge, die danach alſo die Haupt⸗ 
eigenſchaft der im nächſten Kapitel (VIII) zu beſprechenden „magiſchen 
Quadrate“ aufweiſen und daher „magiſche“ reſp. „ſemimagiſche“ 
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Röſſelſprünge genannt wer⸗ 
den !), find von verſchiedenen 
Liebhabern konſtruiert. — 
Soll, wie geſagt, die Summe 
in allen horizontalen und 
vertikalen Reihen konſtant 
ſein, ſo ergibt ſich für ſie 
nach einer leichten Rechnung 
der Wert 260. 

Der nebenſtehende( Fig. 13), 
von dem ruſſiſchen Schach⸗ 
theoretiker C. F. von Jaeniſch 
herrührende Röſſelſprung iſt 
beſonders kunſtvoll: er beſitzt 
nicht nur die geforderte Eigen⸗ 260 260 260 260 760 260 260. 260 
ſchaft, ſondern ift auch ge- Fig. 48. 
ſchloſſen und zudem ſymmetriſch, da die erſte Hälfte (1 — 32) durch Dre- 
hung des Bretts um 1800 in die zweite (33—64) übergeht; außerdem 
läßt er ſich in zwei geſchloſſene halbe Röſſelſprünge von je 32 Fel- 
dern zerlegen, da 1 und 32 einerſeits und 33 und 64 anderſeits 
ſich röſſeln. 
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Kapitel VIII. 
Magiſche Quadrate. 


§ 1. Einleitung. 

Auf ſeinem bekannten Kupferſtich „Melencolia“, dem Titelbild un⸗ 
ſeres Bändchens, hat Albrecht Dürer, ſelbſt ein bedeutender Mathe⸗ 
matiker und Verfaſſer eines geometriſchen Werkes, die allegoriſche 
Figur der mathematifch-technifchen Forſchung, umgeben von ſtereome⸗ 
triſchen Körpern (Kugel, Polyeder) und allerlei Werkzeugen zum 
Meſſen, Wägen, Zeichnen uſw., in einer augenblicklichen Anwandlung 
dumpfen, melancholiſchen Hinbrütens und Grübelns dargeftellt. Neben 
der durch Polyeder und Kugel verkörperten Geometria fehlt auch 
deren Schweſter, die Arithmetica, nicht. Erblicken wir doch zu Häupten 


1) Sie ſind, im Sinne des nächſten Kapitels geſpochen, nicht vollkom⸗ 
men „magiſch“, da ihre Diagonalreihen verjagen. Vollkommen magiſche 
Röſſelſprünge ſcheinen überhaupt nicht möglich zu ſein und konnten bisher 
jedenfalls trotz vielfacher Bemühungen nicht hergeſtellt werden. 
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der weiblichen Geſtalt ein Zahlenquadrat, das der beſſeren Deutlich⸗ 
keit halber hier nochmals, in Fig. 44, wiedergegeben ſei. Es weiſt 
in ſeinen 16 Zellen die Zahlen von 1 bis 16 auf, von denen wir 
die beiden Mittelzahlen der unterſten Zeile hier in Fettdruck wieder⸗ 
geben, da ſie zugleich das Jahr, dem der Kupferſtich angehört, 1514, 
nennen. Die Anordnung der 16 Zahlen in dem Quadrat iſt nun 
eine ſolche, daß, wenn wir die Zahlen irgend⸗ 
einer Horizontalreihe oder „Zeile“ — z. B. der 
dritten: 9, 6, 7, 12 — zuſammenzählen, wir 
ſtets die Summe 34 erhalten. Dieſelbe Summe 
bekommen wir aber auch, wenn wir die Zahlen 
irgendeiner Vertikalreihe oder „Spalte“ — 
z. B. die der erſten links: 16, 5, 9, 4 — 
8 addieren. Ja, ſelbſt die beiden Diagonalreihen, 
Bi ih nämlich 16, 10, 7, 1 und ebenſo 13, 11, 
6, 4, ergeben die nämliche Summe 34. — Man bezeichnet ſolche 
Sahlenquadrate, die eine konſtante Summe in allen horizontaler, 
vertikalen und diagonalen Reihen ergeben, als „magiſche Qua- 
drate“. !) Die in den angegebenen Reihen übereinſtimmend fich 
ergebende Summe heißt die „Konſtante“ des magiſchen Quadrats. 
Hinſichtlich der in den Feldern eines ſolchen magiſchen Quadrats 
-ftehenden Zahlen wollen wir hier ſtets vorausſetzen, daß fie eine 
Reihe unmittelbar aufeinander folgender ganzer Zahlen — in dem 
Dürerſchen Quadrat find es 1, 2, .. . 16 — bilden, und zwar foll 
dieſe Reihe, wofern nichts anderes geſagt iſt, als mit 1 beginnend an⸗ 
genommen werden. Oft ergibt ſich übrigens die betreffende „Kon⸗ 
ſtante“ nicht nur in den angegebenen Reihen, ſondern auch noch auf 
mancherlei andere Weiſe; ſo können wir z. B. das Dürerſche Qua⸗ 
drat in vier Viertelquadrate, jedes alſo von 4 Feldern, zerteilen, 
und jedes Viertel weiſt alsdann für ſich die Zahlenſumme 34 auf; 
ferner ergibt das Quadrat der 4 inneren Zahlen 34 und ebenſo die 
4 Eckzahlen zuſammen; ferner das Quadrat des Springer⸗Viererzugs?) 
5, 2, 12, 15 reſp. 3, 8, 14, 9 oder die entſprechenden Rhomben 
16, 11, 1, 6 und 13, 10, 4, 7 uſw. Man ſieht, die Eigenſchaften 
dieſer Zahlenquadrate find ſo merkwürdige, daß eine zu Myſtik und 
1) Vgl. auch den letzten Para n itels: 
„Magische Eris n Paragraphen des vorhergehenden Kapitels: 

2) Vgl. Kap. VII, $ 3, II, insbeſondere die Figuren 38, 41, 42. 
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Aberglauben neigende Zeit ſie wohl in Verbindung mit allerlei „ma⸗ 
giſchen“ Künſten bringen und ſie für mancherlei derartige Zwecke ver⸗ 
werten zu ſollen glauben konnte. Von dieſem Gebrauch, der die ge⸗ 
ſchichtliche Erklärung für den Namen „magiſche Quadrate“ gibt 
werden wir in § 5 noch zu ſprechen haben. 


§ 2. Das neunzellige magiſche Quadrat. 


Das 16⸗zellige Dürerſche Quadrat ſtellt noch nicht den einfachſten 
Fall magiſcher Quadrate dar, vielmehr gibt es auch 
ſolche von 3x3 =—=9 Zellen, während allerdings ma- 
giſche Quadrate von 24 2 — 4 Zellen ausgeſchloſſen 
ſind, wie der Leſer leicht erkennt. Wir wollen uns 
zunächſt die Aufgabe ſtellen, ein neunzelliges magi⸗ 
ſches Quadrat zu bilden, alſo die Aufgabe, die Zah⸗ 
len 1, 2 ... 9 jo in die Zellen der Fig. 45 einzu- Fig. 45. 
ordnen, daß in den angegebenen Reihen ſtets eine und dieſelbe kon⸗ 
ſtante Summe ſich ergibt. Welche Summe wird das fein? — fo lautet 
die Vorfrage, die wir uns zunächſt vorlegen. Die Antwort erhalten 
wir am ſchnellſten, wenn wir die 9 Zahlen zweimal untereinander, 
jedoch in verſchiedener Richtung, hinſchreiben, alſo ſo: 

1i 2 3 4 5 6 7 8 9 

9 8 7 6 5 4 3 2 1 
Je zwei untereinanderſtehende Zahlen ergeben ſtets die Summe 10, 
beide Reihen zuſammen alſo 90, jede Reihe für ſich daher 45. 45 
iſt ſomit die Summe unſerer 9 Zahlen; dieſe ſollen ſich nun in un⸗ 
ſerem neunzelligen Quadrat (Fig. 45) auf 3 Zeilen reſp. 3 Spalten 
verteilen, ſo daß auf jede Zeile reſp. Spalte als konſtante Summe 15 
entfällt. 

Es handelt ſich alſo darum, die 9 Zahlen 1 bis 9 ſo in die Felder 
des Quadrats einzuordnen, daß dieſes in 8 verſchiedenen Reihen — 
3 Zeilen, 3 Spalten und 2 Diagonalen — die „Konſtante“ 15 auf⸗ 
weiſt. Man überzeugt ſich nun leicht, daß es für die Bildung der 
Summe 15 aus je 3 der Zahlen 1—9 folgende 8 Möglichkeiten, 
und auch nur dieſe 8, gibt: 

1, 5, 93 1, 6, 8; 2, 4, 9; 2, 5, 8; 

2, 6, 7 3485 3, 5, 7 45,6. 
In dieſen 8 „Tripeln“ kommt nun die Zahl 5 häufiger als irgend⸗ 
eine andere Zahl, nämlich viermal, vor, und daraus folgt ſofort, daß 
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die Zahl 5 notwendig das Mittelfeld des 
zu bildenden magiſchen Quadrats einneh⸗ 
men muß; denn das Mittelfeld gehört nicht 
weniger als 4 ſolchen Reihen, die die Kon⸗ 
ſtante 15 ergeben ſollen, — es ſind die in 
der Fig. 46 markierten — an. Da nun ferner 
unſere 8 „Tripel“ die geraden Zahlen 2, 4, 
6, 8 je dreimal, die ungeraden 1, 3, 7, 9 
dagegen nur je zweimal aufweiſen, ſo müſ⸗ 
ſen die 4 Eckfelder des magiſchen Quadrats, 
da ſie 3 Reihen — einer Zeile, einer Spalte und einer Diago⸗ 
nale — von der Konſtanten 15 angehören ſollen, mit den 4 ge⸗ 
raden Zahlen beſetzt werden, während die übrigen 4 Felder, die 
Mittelrandfelder, von den ungeraden Zahlen 1, 3, 7, 9 eingenommen 
werden. Denkt man ſich nun etwa das Eckfeld oben links mit der 
Zahl 2 beſetzt, ſo muß in dem Eckfeld unten rechts, damit die Dia⸗ 
gonale die Konſtante 15 ergibt, die Zahl 8 ſtehen. Für die beiden 
anderen Eckfelder bleiben dann die Zahlen 4 und 6. Legt man dieſe 
feſt, beſetzt man alſo etwa das Eckfeld oben rechts mit 4, ſo ſind da⸗ 
mit offenbar auch die Zahlen der Mittelrandfelder beſtimmt, und man 
bekommt ſo das magiſche Quadrat der Fig. 47. 

Man erkennt ſo leicht, daß unſere Aufgabe 8 Löſungen beſitzt: Jede 
der 4 Zahlen 2, 4, 6, 8 kann das Eckfeld oben links einnehmen, wo⸗ 
mit auch zugleich die Zahl für das Eckfeld unten rechts feſtgelegt iſt, 
während für die Ecke oben rechts dann jedesmal noch zwei Möglich⸗ 
keiten beſtehen. — Man kann ſich aus der Löſung Fig. 47 die übrigen 
7 Löſungen auf folgende Weiſe hervorgehend denken: Dadurch, daß 
nan fih das ganze Quadrat um 90°, 180°, 270° gedreht denkt, erz 

ält man zunächſt drei weitere magiſche Quadrate, ſo daß man alſo 
etzt über deren 4 im ganzen verfügt. Von dieſen 4 Quadraten den⸗ 
en wir uns nun jedes an einer ſpiegelnden Fläche, die fih etwa am 
unteren Rande des Quadrats befinden mag, geſpie⸗ 
gelt, und erhalten ſo 4 weitere magiſche Quadrate, 
ſo daß wir im ganzen die verſprochenen 8 haben. 
Andererſeits iſt damit aber auch die Zahl aller er⸗ 
ſchöpft. In der Regel pflegt man ſolche nur durch 
Drehungen oder Spiegelungen ſich ergebenden Figu⸗ 
ren nicht als weſentlich verſchieden von der Stamm⸗ 
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figur anzuſehen, und in dieſem Sinne dürfen wir ſagen, daß es nur ein 
magiſches Quadrat der Zahlen 1 bis 9 gibt. 

Frage 18: An der Villa Albani in Rom befindet fih, in Mar- 
mor hergeſtellt, ein magiſches Quadrat von 9 9 Feldern, das ſomit 
die Zahlen 1 bis 81 aufweiſt. Welches wird die Konſtante dieſes 
magiſchen Quadrats ſein? 


§ 3. Allgemeine Methode für Bildung ungeradzelliger 
magiſcher Quadrate. 

Quadrate von mehr als 4 Zellen laſſen ſich ſtets mit den entſpre⸗ 
chenden Zahlen ſo ausfüllen, daß ein magiſches Quadrat entſteht, und 
zwar iſt dieſe Aufgabe bei ungerader Zellenzahl weſentlich leichter als 
bei gerader. Wir wollen uns daher mit dem erſteren Fall näher be⸗ 
ſchäftigen und eine allgemein zur Bildung von ungeradzelligen ma⸗ 
giſchen Quadraten anwendbare Methode beſprechen, wobei wir uns an 
ein beſtimmtes Beiſpiel, das eines Quadrats von 5 5 Zellen, hal⸗ 

ten wollen. Die 25 Zahlen, die wir in die Zellen des Quadrats ein⸗ 
zuordnen haben, wollen wir zunächſt in folgender Anordnung ſchreiben: 
„Schema“. 

1 1 22 2 32 3 4 4 5 5 
6=1x5+1 T=1x5+4+2, 8=1x5+3 9=1x5+4 10155 
il=2x5+1 12=2>x<5 42 13=2x5+3 U—=2x514 15=2>x<5+5 
16=3>x<5+1 17=3>x<54+2 18=3>x<5+3 19=3>x5+4 0=3x545 
21=4>x<5 -+1 22445 ＋2 23=4x<5 -43 24445 4 25=4>x<5 -45 
Untereinander ſtehen hierbei immer diejenigen Zahlen, die bei Divi- 
ſion durch 5 denſelben Reſt laſſen: in der erſten Spalte alle mit Reſt 1, 
in der zweiten alle mit Reſt 2 uſw., ſchließlich in der letzten alle mit 
Reit O, jedoch ift hier aus ſpäter erkennbaren Zweckmäßigkeitsgründen 
ſo geſchrieben, daß 5 als Reſt erſcheint. In derſelben Zeile ſtehen 
dagegen alle diejenigen Zahlen, die ein gleiches Vielfaches von 5 auf⸗ 
weiſen: in der erſten diejenigen ohne ein ſolches Vielfaches, in der zweiten 
diejenigen mit einmal 5, in der dritten diejenigen mit dem Doppelten 
von 5, in der vierten diejenigen mit dem Dreifachen von 5, ſchließlich in 
der letzten diejenigen mit dem Vierfachen von 5. Wir werden hiernach 
ſpäterhin eine weitere Erläuterung zu geben nicht nötig haben, wenn wir 
kurz von den „Reſten“ und den „Vielfachen“ unſeres „Schema“ ſprechen. 

Als Vorſtufe zur Bildung eines magiſchen Quadrats wollen wir 
uns nun zunächſt einmal die folgende, ſehr viel leichtere Aufgabe ſtel⸗ 
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len: Die 25 Zahlen ſind in die 25 Zellen ſo einzureihen, daß alle 
Horizontalreihen (Zeilen) die gleiche Summe ergeben. Dieſe Summe 
muß, wie vorwegbemerkt ſei, offenbar = x 7 = 65 fein (vgl. die Be- 
rechnung auf S. 75). Unſere Teilaufgabe ift deshalb viel leichter als 
die Hauptaufgabe, weil über die Summen der Vertikal- und Diagonal- 
reihen jetzt nichts vorgeſchrieben iſt und es ſich alſo nur darum han⸗ 
delt, die 25 Zahlen ſo auf 5 Zeilen von je 5 Plätzen zu verteilen, 
daß ſich die zwiſchen den Zahlen beſtehenden Größenunterſchiede für 
die einzelnen Zeilen gegenſeitig das Gleichgewicht halten, alſo in jeder 
Zeile die Summe dieſelbe wird. Eine ſolche Verteilung erhält man 
nun, wenn man aus unſerer obigen Anordnung des „Schema“ immer 
je 5 Zahlen ſo herausgreift, daß niemals zwei dieſer 5 Zahlen 
derſelben Zeile oder Spalte des Schema angehören. Man be⸗ 
kommt nämlich, wenn zunächſt die 5 gewählten Zahlen alle verſchie⸗ 
denen Spalten des „Schema“ angehören, jeden der 5 „Reſte“, näm⸗ 
lich 1, 2, 3, 4, 5, gerade einmal; die Zugehörigkeit zu den verſchie⸗ 
denen Zeilen des „Schema“ würde andererſeits zur Folge haben, daß 
jedes „Vielfache“ von 5: das Nullfache, Einfache, Doppelte, Dreifache, 
Vierfache, gerade einmal vorkommt. Als Beiſpiel braucht man nur die 
Zahlen der einen Diagonalreihe des „Schema“ zu nehmen, da diefe natür- 
lich alle zu verſchiedenen Zeilen und Spalten des Schema gehören, alſo: 
1 1 Alle „Vielfachen“ von 5 und alle 5 „Reſte“ ſind 
7=1>x<5+2 in dieſer Gruppe vertreten, und es laffen fih offen- 
13 = 25 Z 3 bar aus allen 25 Zahlen 5 ſolche Gruppen bilden. 
19=3>x<5+4 In der Summe der Zahlen jeder Gruppe käme als⸗ 
25=4><5+5 dann jedes „Vielfache“ und jeder „Reſt“ gerade ein- 
mal vor; die 5 Zahlen jeder Gruppe ergäben alſo 
ſtets dieſelbe Summe, nämlich die Summe aller „Vielfachen“ und aller 
„Reſte“, d. h. (14 5 + 25 3 * 5 +4x5) ＋ (1＋ 27 3 
+ 4 + 5); das ift aber natürlich unſere „Konſtante“ 65. 
Eine zweite Gruppe von 5 ſolchen Zahlen wäre z. B. 
J TA 
Å — u A pi ; jedes „Vielfache, und ihre Sum⸗ Aa za = 5 0 H g 
20=3>x<5 +5 me iË 1 8 0 5 15 agmg 5 — 5 1 
212 ine dritte, weniger überſichtlich 4 
R ausgewählte Gruppe wäre z. B. a 
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Auch dieſe Gruppe weiſt alle „Vielfachen“ und alle „Reſte“ auf oder, 
mit anderen Worten: von den 5 Zahlen der Gruppe gehören nie zwei 
derſelben Zeile oder Spalte des „Schema“ an. — Wir können nun 
leicht aus den noch übrigen 10 Zahlen 2 weitere Gruppen dieſer Art 
bilden und erhalten ſo, wenn wir die Zahlen einer Gruppe immer in 
eine Zeile ſchreiben, beiſpielsweiſe folgende Anordnung unſerer 25 Zah⸗ 
len nach 5 Gruppen bzw. Zeilen: 

1 7 1 


2 8 14 20 21 
3 10 12 16 24 
4 6 15 18 22 
5 9 11 17 23 


Damit haben wir ein Quadrat erhalten, das in bezug auf die Bei- 
len der Bedingung der magiſchen Quadrate genügt, ſtets die betreffende 
„Konſtante“ (für unſeren Fall 65) zu ergeben. Daß die Bedingung in 
den Zeilen erfüllt iſt, folgt, wie wiederholt hervorgehoben werden mag, 
ſofort aus der Tatſache, daß von den in einer Zeile zuſammenſtehen⸗ 
den Zahlen niemals zwei derſelben Horizontalen oder Vertikalen des 
„Schema“ angehören. In den Spalten dagegen weiſt unſer Quadrat 
die „Konſtante“ natürlich nicht auf, und es wird ſich dies im allge⸗ 
meinen auch durch Umſtellen der Zahlen jeder Zeile untereinander, 
wenigſtens in einfacher Weiſe, nicht erreichen laſſen, da wir bei Aus⸗ 
wahl der Zahlen unſerer 5 Gruppen ziemlich unmethodiſch verfahren 
find. Man könnte jedoch natürlich ebenſo, wie wir hier ein Quadrat 
gebildet haben, das in allen Zeilen die Konſtante ergibt, ein ſolches 
bilden, bei dem dies für alle Spalten gilt, und brauchten ja übrigens 
zu dem Zwecke das obige nur um 90° zu drehen. — Näher unſerem 
ſchließlichen Ziel, dem magiſchen Quadrat, gelangen wir jedoch nur, 
wenn es uns gelingt, die 25 Zahlen ſo anzuordnen, daß nicht nur in 
jeder Zeile, ſondern zugleich auch in jeder Spalte alle „Reſte“ und 
alle „Vielfachen“ vertreten ſind. Zu dem Zwecke tragen wir die Zahlen 
des „Schema“ in ein aus einem 25⸗zelligen Quadrat mit 4 angeſetzten 
„Terraſſen“ I—IV beſtehendes Feldernetz fo ein, wie Fig. 48 dies ver- 
anſchaulicht: Die Zahlen der erften Zeile des „Schema“ (1, 2, 3, 4, 5) 
ſtehen in Fig. 48 in der erſten von links nach oben rechts verlaufenden 
ſchrägen Felderreihe; dann kommen entſprechend in paralleler Felder⸗ 
reihe die Zahlen der zweiten Zeile des „Schema“ (6, 7,... 10), und 
ſo geht es weiter fort. Das Verfahren beſteht nun darin, daß 
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die Terraſſen ſo 
weit in das Qu ⸗ 
drat hineingeſcho⸗ 
ben werden, daß 
ihre Baſis mit der 
gegenüberliegen = 
den Quadratſeite 

zuſammenfällt. 

Hierdurch gelangen die 
in den Terraſſen ſte⸗ 
henden Zahlen in die 
noch leeren Felder des 
Quadrats und füllen 
dieſes aus. Das ent- 
ſtehende Quadrat (. 
Fig. 49) iſt dann ein 
magiſches. 

Die Zeilen und 
Spalten des fo gebildeten Quadrats genügen unſerer Forderung 
deswegen, weil jede Zeile und jede Spalte des Quadrats (Fig. 49) 
alle „Reſte“ und alle „Vielfachen“ aufweiſt. Faſſen wir z. B. in 
Fig. 48 die Zahlen 6, 7, 8, 9, 10 ins Auge, ſo gehören davon 
7, 8, 9 den 3 oberſten Zeilen des Quadrats der 25 Felder an, 
6 kommt ſpäter bei der Terraſſenverſchiebung in die dann folgende 
Zeile, nämlich in die vierte, während die Zahl 10 aus Terraſſe II irt 
die letzte Zeile, die fünfte, gelangt. Die Zahlen 6, 7, 8, 9, 10, die das 
Gemeinſame haben, daß ſie alle und ſie allein in unſerem „Schema“ 
das „Einfache“ von 5 enthalten, verteilen fih alfo auf 5 verſchieden e 
Zeilen des fertigen Quadrats der Fig. 49. Jede Zeile des Quadrats 
erhält ſomit das „Einfache“ von 5 gerade einmal zuerteilt. — Eben ſo 
ſehen wir aus Fig. 48, daß die 5 Zahlen 6, 7, 8, 9, 10 ſich auf 5 
verſchiedene Spalten des Quadrats Fig. 49 verteilen (7, 8, 9 ſtehen 
in den 3 erſten, 10 gelangt in die vierte, 6 dagegen bei Verſchiebung 
von Terraſſe I in die letzte Spalte). Es erhält ſomit auch jede Spalte 
das „Einfache“ von 5 gerade einmal zuerteilt. — Natürlich hätten wir 
ebenſogut auch eine andere Reihe der Zahlen in Fig. 48 herausgreifen 
können, z. B. 21, 22, 23, 24, 25, alſo die Zahlen, die ſämtlich un d 
allein unter allen Zahlen i in der Anordnung des „Schema“ das „Vier⸗ 
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fache“ von 5 enthalten. Wir würden als⸗ 
dann aus Fig. 48 erkannt haben, daß auch 
dieſe Zahlen ſich über 5 verſchiedene Zeilen 
und Spalten des Quadrats Fig. 49 verteilen, 
ſo daß jede Zeile und jede Spalte des Qua⸗ 
drats Fig. 49 das „Vierfache“ von 5 gerade 
einmal zuerteilt erhält. Allgemein erkennen 
wir fo, daß in jeder Zeile und in jeder Spalte 
unſeres Quadrats jedes „Vielfache“ gerade Fig. 49. 
einmal vorkommt. — Was aber von den u 
„Vielfachen“ gilt, gilt auch von den „Reſten“. Hätten wir z. B. in 
Fig. 48 die Reihe der Zahlen 2, 7, 12, 17, 22, alſo die Zahlen, die 
alle und allein den „Reſt“ 2 aufweiſen, ins Auge gefaßt, ſo würden 
wir geſehen haben, daß ſie ſich gleichfalls auf die 5 verſchiedenen 
Zeilen und die 5 verſchiedenen Spalten des Quadrats Fig. 49 ver⸗ 
teilen, ſo daß jede Zeile und jede Spalte den „Reſt“ 2 gerade ein⸗ 
mal zuerteilt erhält. Dies gilt offenbar allgemein, d. h. nicht nur für den 
Reſt 2, ſondern für jeden Reſt. Jede Zeile und jede Spalte des Qua⸗ 
drats Fig. 49 weiſt ſomit jeden „Reſt“ und jedes „Vielfache“ gerade 
einmal auf; die Zeilen und Spalten ergeben daher alle die geforderte 
Konſtante 65 als Summe. 

Es bleibt zu prüfen, ob auch die beiden Diagonalen die Konſtante 
ergeben: Die eine enthält die Zahlen 3, 8, 13, 18, 23 (f. Fig. 48) 
und damit alle verſchiedenen „Vielfachen“ je einmal. Dagegen enthält 
ſie nicht alle „Reſte“, ſondern immer nur den Reſt 3. Nun ergibt aber 
die Summe aller „Reſte“, nämlich 1 ＋ 2 13 ＋ 4 75, genau das⸗ 
ſelbe, wie wenn die mittlere!) Zahl, nämlich 3, fünfmal genommen 
wird. Dieſe Diagonale muß ſomit gleichfalls die Konſtante 65 ergeben. 
Von der anderen Diagonale gilt mutatis mutandis dasſelbe: ſie ent⸗ 
hält alle „Reſte“, dagegen ſtets dasſelbe „Vielfache“; dieſes iſt jedoch 
gerade das mittlere, ſo daß ſich auch hier die geforderte Summe 65 
ergibt. — Das Quadrat der Fig. 49 beſitzt ſomit alle Eigenſchaften 
der magiſchen Quadrate. 

Frage 19: Bilde nach dieſer Methode ein magiſches Quadrat von 
49 Zellen! 


1) Hierbei iſt weſentlich, daß die 5 eine ungerade Zahl iſt; unſere 
Methode iſt aus dieſem und anderen, übrigens leicht erkennbaren Gründen 
nur bei ungeradzelligen Quadraten brauchbar. 

ANUS 170: Ahrens, Math. Spiele. 4. Aufl. 6 


Hugan 
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§ 4. Geradzellige Quadrate. 

Die Bildung geradzelliger magiſcher Quadrate iſt nicht ſo einfach 
wie die der ungeradzelligen. Wir wollen uns daher hier auf den ver⸗ 
hältnismäßig einfachen Unterfall beſchränken, daß die Zahl der Felder 
in jeder Reihe unſeres Quadrates nicht bloß gerade, ſondern, wie man 
ſagt, „gerad⸗gerade“, d. h. durch 4 teilbar, iſt. Es ſoll ſich alſo nur um 
Quadrate von 4, 8, 12, 16 ... Feldern in jeder Reihe handeln. Wir 
greifen als Beiſpiel den Fall eines Quadrats ron 8 8 Feldern her: 
aus und ſchreiben zunächſt die Zahlen 1—64 in natürlicher Ordnung, 
wie Fig. 50 zeigt, in die Felder hinein. Jedem Feld reſp. jeder Zahl 
wollen wir uns alsdann ein zweites als „gegenüberliegendes“ zuge⸗ 
ordnet denken, und zwar ſoll, wenn z. B. das eine Feld der dritten 
Zeile und vierten Spalte angehört — es iſt 20 —, als „gegenüber⸗ 
liegendes“ dasjenige bezeichnet werden, das der drittletzten Zeile und 
viertletzten Spalte angehört, alſo 45. Die beiden Zahlen ergeben zu⸗ 
ſammen 65, und zwar ergibt ſich dieſe Summe für jedes Paar von 
zwei „gegenüberliegenden“ Zahlen. Denn zwei, gegenüberliegend e“ Fel- 
der ſtehen, wenn wir alle Felder in der durch die Zahlen der Fig. 50 
vorgeſchriebenen Reihenfolge nehmen, gleichweit von beiden Enden der 
Reihe ab: 20 ebenſoweit von 1, wie 45 von dem anderen Ende 64. 
Wenn wir aber alle Zahlen in natürlicher Ordnung in eine Reihe 
ſchreiben würden, aljo 1, 2, . 62, 63, 64, ſo würden zwei, 
die gleichweit von beiden Enden abſtehen, ſtets zuſammen 65 geben, 
wie wir bereits früher (S. 75) — an einem anderen Beiſpiel — geſehen 


tten, ind ir die b d 
EAA rl e nah Hai De 
70 3 einander, jedoch in verſchiedener 

Richtung, hinſchrieben: 

25 22728203057 22 5 E E 62, 63, 64 
„ 68, 625, 3, 2, 1. 
Der Zahl 1 nun liegt in Fig. 50 
„gegenüber“ die Zahl 64, der Zahl 
eee ee a 
n die eine Zahl in dieſer 
Diagonalreihe liegt, die „gegen⸗ 
Fig. 50. überliegende“ auch darin. Für die 
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andere Diagonalreihe gilt ganz dasſelbe: der Zahl 8 liegt „gegenüber“ 
57 uſw. Danach teilen ſich die 8 Zahlen, die in derſelben Diagonale 
ſtehen, in 4 Paare von je zwei „gegenüberliegenden“. Jedes Paar 
gegenüberliegender Zahlen ergibt nun die Summe 65, wie wir ſahen; 
die 8 Zahlen einer Diagonale ergeben alfo die Summe 4 x< 65 = 260. 
Dies iſt nun aber, wie der Leſer leicht nachrechnet, gerade die „Kon⸗ 
ſtante“ des ſpäteren magiſchen Quadrats. Die Diagonalen genügen 
ſomit bereits bei der natürlichen Anordnung der Zahlen, wie ſie Fig. 50 
gibt, der Forderung des magiſchen Quadrats. Dies wird der Leſer auch 
nicht anders erwartet haben; denn, wenn wir (ſ. Fig. 50) die kleinſte Zahl 
(1) und die größte (64) zuſammennehmen, dann wieder die zehntkleinſte 
(10) und die zehntgrößte (55) uſw., fo müſſen ſich die Größenunterſchiede 
jo ausgleichen, daß wir im ganzen gerade auf den Durchſchnitt, d. i. 
hier offenbar die „Konſtante“ des magiſchen Quadrats, kommen. 

Die Zeilen und Spalten der Fig. 50 genügen jedoch der Forde⸗ 
rung des magiſchen Quadrats keineswegs: die Zahlen der erſten Zeile 
z. B. ergeben eine viel zu kleine, die der letzten eine viel zu große 
Summe. Wir können jedoch hier leicht ausgleichend wirken; denn eben⸗ 
ſoviel, wie der erſten Zeile an der geforderten Summe 4 65 = 260 
fehlt, ebenſoviel hat die letzte Zeile zuviel (beide Zeilen zuſammen geben 
nämlich jedenfalls 8 65 = 2 260, weil fie gerade aus 8 Paaren 
„gegenüberliegender“ Zahlen beſtehen). Nun beträgt der Unterſchied 
zwiſchen einer Zahl der erſten Zeile und der gerade darunterſtehenden 
der letzten konſtant 56; der Unterſchied der beiden ganzen Zeilen wird 
alſo ausgeglichen, wenn wir vier Zahlen der erſten Zeile mit den vier 
darunterſtehenden der letzten vertauſchen, alſo z. B. 1, 2, 3, 4 mit 57, 
58, 59, 60 oder etwa 1, 2, 7, 8 mit 57, 58, 63, 64. Jede der 
beiden Zeilen weiſt dann hinterher die Summe 260 auf. In ganz 
ähnlicher Beziehung zueinander ſtehen nun die zweite und die vorletzte 
Zeile; auch unter ihnen beiden können wir daher in ganz entſprechen⸗ 
der Weiſe eine ſolche Ausgleichung bewirken und erhalten dann für 
beide Zeilen die Konſtante 260. Ebenſo geht es paarweiſe bei den 
übrigen Zeilen, und wir bekommen alſo ſchließlich ein Quadrat, das 
in allen 8 Zeilen der Forderung einer konſtanten Summe genügt, nicht 
aber in den Spalten und im allgemeinen auch nicht mehr in den Dia⸗ 
gonalen, da diefe, anfänglich zwar unſerer Forderung genügend (ſ. 
oben), bei den vorgenommenen Vertauſchungen ſich im allgemeinen 
geändert haben werden. 

6 * 
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Ungeändert geblieben bei dieſen Vertauſchungen iſt dagegen jede 
Spalte, als Ganzes betrachtet; denn jede Zahl blieb bei den Vertau⸗ 
ſchungen in ihrer Spalte. Wir könnten nun für die Spalten ganz 
dieſelbe Einrichtung treffen wie ſoeben für die Zeilen, alſo zunächſt die 
erſte und letzte Spalte gegeneinander ausgleichen, und ſo gleichfalls 
die konſtante Summe von 260 für beide herbeiführen, ujw. Bei 
dieſen Vertauſchungen würden ſich die Zeilen, als Ganzes betrachtet, 
nicht mehr ändern, da jede Zahl in ihrer Zeile bliebe; unſere obige 
Einrichtung für die Zeilen würde alſo nicht etwa wieder aufgehoben 
werden. — Infolge der obigen Vertauſchungen, die im Intereſſe der 
Zeilen vorgenommen wurden, gelangte nun die Zahl 1 beiſpielsweiſe 
an die Stelle 57, und infolge der Vertauſchungen, die der Spalten 
wegen nötig ſind, rückt ſie etwa von Platz 57 weiter nach 64, iſt 
dann alſo im ganzen von Feld 1 gerade auf das „gegenüberliegende“ 
Feld 64 gewandert. Eine Verfolgung der einzelnen Zahlen bei dieſen 
ſukzeſſiven Umſtellungen liegt jedoch nicht in unſerer Abſicht; es ge⸗ 
nügt uns vielmehr, an einem Beiſpiel zu ſehen, daß bei dieſen Ver⸗ 
tauſchungen eine Zahl auf das dem urſprünglichen gegenüberliegende 
Feld gelangen kann. Anderſeits wiſſen wir, daß es bei dieſen Ver⸗ 
tauſchungen auf Folgendes ankommt: Einmal muß die Hälfte der 
Zahlen der erſten Zeile in die unterſte Zeile wandern und dafür aus 
dieſer die gerade darunterſtehenden in die leeren Plätze der erſten 
Zeile; dabei braucht nun nicht jede dieſer erſteren Zahlen gerade in 
den Platz direkt unter ihr einzurücken, ſondern nur auf einen der leer 
werdenden Plätze. Wir ſahen ja auch, daß 1 ohnehin infolge wei⸗ 
terer Umſtellung an die Stelle 64 gelangen konnte. Wir könnten 
alſo von vornherein bei Normierung der Zeilen ſo verfahren, daß 
wir zwar aus der erſten Zeile 1, 2, 7, 8 entfernen und mit 57, 58, 
63, 64 vertauſchen, nun aber nicht 1 gerade mit 57, 2 mit 58 uſw., 
ſondern 1 etwa mit 64, 2 mit 63, 7 mit 58, 8 mit 57, alſo jede 
Zahl mit der ihr gegenüberliegenden. Wir haben damit dann zu⸗ 
gleich Vertauſchungen vorgenommen, die für die Einrichtung der 
Spalten bedeutſam ſind. Es fragt ſich hiernach: Wie ergibt ſich ein ein⸗ 
faches Verfahren ſo, daß die Hälfte der Zahlen der erſten Zeile mit 
der darunterſtehenden Hälfte der letzten Zeile tauſcht, zugleich eine 
Hälfte der Zahlen der zweiten Zeile mit der darunterſtehenden 
Hälfte der zweitletzten Zeile uſw., und ferner, daß gleichzeitig auch 
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für die Spalten die entſprechenden Umſtellun⸗ 
gen !) vorgenommen werden? 

Dieſen Effekt erzielen wir nun am einfach⸗ 
ſten, wenn wir die folgende Vorſchrift befolgen: 
Man teile das ganze Quadrat in 16 
Teile, wie Fig. 51 dies angibt, und kann 
nun entweder die Zahlen aller mit a 
bezeichneten Gebiete oder aber die aller Fig. 51. 
Gebiete b mit den ihnen gegenüberliegenden vertan- 
ſchen. Man ſieht, daß ſo gleichzeitig jede Zeile und jede Spalte 
die Hälfte ihrer Zahlen mit der zugehörigen austauſcht. Ferner hat 
der Leſer gewiß bereits als ſehr bedeutſam den Umſtand erkannt, daß 
bei dieſen durch Fig. 51 angezeigten Vertauſchungen, bei denen immer 
nur gegenüberliegende Zahlen ihre Plätze wechſeln, eine in einer 
Diagonalreihe ſtehende Zahl unter allen Umſtänden in derſelben ver⸗ 
bleibt. Die Diagonalen, die bereits in der proviſoriſchen Anordnung 
der Fig. 50 die Konſtante des magiſchen Quadrats aufwieſen, bleiben 
alſo jede als Geſamtheit unverändert erhalten und genügen daher 
auch nach Vornahme der Zahlenumſtellungen unſerer Forderung. 
Dieſe iſt ſomit in allen Zeilen, Spalten und Diagonalen erfüllt, das 
Quadrat alſo ein magiſches. Es ſieht für den Fall unſeres Beiſpiels 
(8 > 8 Felder), wenn wir die Vertauſchungen in den Gebieten a 
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möglich; unſere Methode ift als⸗ 
Fig. 52. 


dann, alfo z. B. bei 10 * 10 Fel⸗ 
dern, nicht mehr anwendbar. Wir 

J) Selbſtverſtändlich würde hier nicht von untereinanderſtehenden Zahlen, 
ſondern von ſolchen in gleicher Höhe zu ſprechen ſein. 


wollen jedoch auf dieſen Fall nicht 
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näher eingehen, da die hier zu befolgenden Methoden weniger ein⸗ 
fach find. 

Frage 20: Gib ein magiſches Quadrat von 12 x< 12 = 144 
Feldern an! 


§ 5. Magiſche Quadrate auf Amuletten. 


Wie ſchon am Schluſſe des § 1 angekündigt wurde, wollen wir 
hier noch kurz der Nachtſeite der magiſchen Quadrate gedenken, der⸗ 
jenigen, der ihr Name entſprungen iſt, ihrer Verwendung im Dienſte 
des Aberglaubens. 

Hier ſind, zumal wenn wir in erſter Linie auf abendländiſche Vor⸗ 
kommniſſe unſer Augenmerk richten, vor allem die ſogenannten „Pla⸗ 
netenſiegel“ zu nennen, von denen die Aſtrologie, insbeſondere des 
16. und 17. Jahrhunderts, einen ausgiebigen Gebrauch gemacht hat, 
und auf ſie wollen wir uns daher in der Hauptſache hier beſchrän⸗ 
ken.“) Bekanntlich beruht die Aſtrologie, dieſe ſchon im Altertum ge⸗ 
pflegte Afterwiſſenſchaft, auf dem Aberglauben, alles Geſchehen auf 
der Erde, alle Schickſale der Menſchen würden von den Sternen, ins⸗ 
beſondere den Planeten, die man ſich als Götter vorſtellte und denen 
man daher ja auch Götternamen beigelegt hat, beſtimmt und ließen 
ſich auch vorher aus den Sternen ableſen. Als „Planeten“ galten 
dabei im Sinne der vorkopernikaniſchen Weltanſchauung dieſe ſieben: 
Mond, Merkur, Venus, Sonne, Mars, Jupiter, Saturn. Zwiſchen 
dieſen 7 Planeten einerſeits und den magiſchen Quadraten anderer⸗ 
ſeits ſtellte die Aſtrologie nun feſte Beziehungen her: Dem Saturn, 
dem entfernteſten der 7 Planeten, wurde das kleinſtmögliche magiſche 
Quadrat, das der 9 Zellen, zugeordnet: es iſt das Quadrat unſerer 
Fig. 47, das ſo zur „Tabula Saturni“, zur Saturnstafel, wurde. Ent⸗ 
ſprechend erhielt Jupiter, der nächſte der „oberen“ Planeten, das 
nächſteinfache magiſche Quadrat, das der 16 Zellen, und in dieſer 
Weiſe ging dies fort. So entſtand ein Syſtem, das uns die nach⸗ 
ſtehende tabellariſche Zuſammenſtellung veranſchaulichen mag: 


1) Eine eingehende Behandlung wird das Thema dieſes Paragraphen, 
wie überhaupt die Geſchichte und Theorie der magiſchen Quadrate, in einer 
Monographie erfahren, die ich z. Z. vorbereite und die vielleicht ſchon im 
nächſten Jahre (1919) erſcheinen wird. 
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Planet i Magiſches Quadrat 
- i Zellenzahl | Konſtante 


Dieſe magiſchen Quadrate brachte man dann auf Planetenamuletten 
an, denen man, je nach der Natur des betreffenden Planetengottes, 
die verſchiedenſten magiſchen Wirkungen zuſchrieb. Unſere beiden 
Bildertafeln (S. 88 u. 89) weiſen einen vollſtändigen Satz ſolcher 
Planetenamulette, von jeder Kategorie eins, auf. Das Saturnamulett 
iſt eine Nachbildung eines in der Wiener Münzen⸗ und Medaillen⸗ 
ſammlung (Kunſthiſtoriſche Sammlungen des A. H. Kaiſerhauſes) be⸗ 
findlichen Stückes; die übrigen Bilder ſind zwar Werken des 17. und 
18. Jahrhunderts entnommen, doch befinden ſich mehrere der abge⸗ 
bildeten Stücke noch heute in Sammlungsbeſitz, fo ift z. B. ein ſolches 
Jupiteramulett im Berliner Münzkabinett (Kaiſer Friedrich⸗Muſeum) 
vorhanden. 

Über die magiſchen Quadrate dieſer 7 Amulette ſei noch folgen⸗ 
des bemerkt: das Quadrat unſeres Saturnamuletts hat genan die 
Form unſerer Fig. 47 (S. 76); unſer Jupiterquadrat geht aus 
dem Quadrat Dürers (Fig. 44, S. 74) hervor, wenn man dort die 
Reihenfolge der Zeilen umkehrt und die beiden inneren Spalten mit⸗ 
einander vertauſcht; das Marsquadrat weiſt die Beſonderheit auf, daß 
ſeine 13 ungeraden Zahlen ſozuſagen ein Quadrat innerhalb des 
ganzen Quadrats bilden, während die 12 geraden Zahlen die drei⸗ 
eckigen Gebiete an den 4 Ecken des ganzen Quadrats einnehmen. Das 
Quadrat unſeres Venusamuletts iſt in hebräiſchen Zeichen, die auf 
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Fig. 53— 56. Planetenamulette mit magiſchen Quadraten. 
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Fig. 57—59. Planetenamulette mit magiſchen Quadraten. 
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Fig. 60. Indiſches Amulett mit magiſchem Quadrat. 


$5. Magiſche Quadrate auf Amuletten 9i 


Amuletten überhaupt viel vorkommen, gegeben“); der Leſer, der jez 
doch unſere Frage 19 (S. 81) beantwortet hat, braucht nur das dort 
erhaltene Quadrat um 90° im Uhrzeigerſinne zu drehen, um eine 
Übertragung des hebräiſchen Zahlenquadrats in unſere Zahlzeichen zu 
erhalten. In genau derſelben Weiſe ergibt ſich auch das magiſche 
Quadrat des Mondamuletts (Fig. 59), d. h. alſo durch Bildung 
eines magiſchen Quadrats von 81 Zellen nach dem Vorbild der 
Figuren 48, 49 und anſchließende Drehung des erhaltenen um 90° 
im Uhrzeigerſinne. — Die Bildſeiten unſerer 7 Amulette, wie wir 
im Gegenſatz zu den „Zahlenſeiten“ jagen, weiſen alle den betreffenden 
Planetengott, ſogar unter ausdrücklicher Angabe ſeines Namens, auf: 
Saturn, dargeſtellt als Gärtner mit dem Spaten, einem ſeiner viel 
vorkommenden Attribute; Jupiter in Gelehrtentracht mit aufgeſchla⸗ 
genem Buche in der Hand; Mars als Krieger mit Schwert und Schild; 
den Sonnengott (Sol) als König, auf dem Thron ſitzend, mit Krone 
und Szepter; Venus, unbekleidet, mit lang herabwallenden Haaren, 
einen langen Pfeil in der Rechten haltend, ihr zur Seite Cupido mit 
dem Bogen; Merkur mit dem bekannten Schlangenſtab in der Rechten, 
mit großen Flügeln an den Schultern, ſowie mit Flügelhut und 
Flügelſchuhen. Die Bildſeite des Mondamuletts ſchließlich weiſt zwar 
in der Hauptſache eine Mondkarte auf, jedoch erkennt man in deren 
Innerm bei genauerem Hinſehen eine kleine weibliche Figur: es iſt 
die Mondgöttin mit dem Halbmond in der Rechten; die Umſchrift 
der Bildſeite gibt in großer Schrift an: LUNA. — Auf die Er⸗ 
klärung der ſonſtigen Bilder, Namen und Zeichen müſſen wir hier 
verzichten und wollen nur noch eins anführen: Auf dem Venus⸗ 
amulett (Bildſeite) ſehen wir außer der Göttin und dem Cupido noch 
eine „Wage“ und einen „Stier“; gemeint ſind die beiden Sternbilder 
des Tierkreiſes, die nach einer ſeltſamen Lehre der Aſtrologen als 
die beiden „Häuſer“ der Venus galten. Dieſelbe Bedeutung haben 
auf dem Marsamulett „Widder“ und „Skorpion“, ſowie auf dem 
Sonnenamulett der „Löwe“. 

Wir verlaſſen damit dieſe Planetenamulette, und bemerken im 
übrigen nur noch, daß magische Quadrate auch auf Amuletten anderer 
Arten vielfache Verwendung gefunden haben. Unſere Abbildung auf 


1) Entgegen der ſonſtigen hebräiſchen Schreibweiſe ſtehen hier, freilich 
mit einer Ausnahme, die Zehner links (nicht rechts) von den Einern. 
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S. 90 mag ein erſtes Bei⸗ 
ſpiel dieſer Art darbieten: 
es iſt ein Amulett, das 
bei den mohammedaniſchen 
Indern zur Austreibung 
böſer Geiſter und Teufel 
in neuerer Zeit gebraucht 
wurde und gewiß heute 
noch gebraucht wird. Das 
magiſche Quadrat iſt das 
unſerer um 180gedreh⸗ 
ten Fig. 47 (S. 76), wo⸗ 
| bei jedoch alle Zahlen um 
5640 vergrößert find. — 
Ein zweites Beiſpiel die⸗ 
ſer Art, ein Dokument des 
Aberglaubens aus dem 
Weltkrieg, bringt Fig. 61 
in verkleinerter Wiedergabe 
zur Anſchauung: Es iſt ein 
arabiſcher Schutzbrief, der 
auf den Schlachtfeldern 
Frankreichs im Sommer 
1917 bei einem gefalle⸗ 
nen Schwarzen, vermutlich 
einem Inder, gefunden 
wurde. Der Schutzbrief, 
der natürlich als Talis⸗ 
man gegen feindliche Ge⸗ 
ſchoſſe hatte dienen ſollen, 
weiſt neben arabiſchen Ge⸗ 
betsformeln, die hier nicht 
interreſſieren, als Inſtru⸗ 
mente der Magie auch drei 
quadratiſche Anordnungen 
auf, von denen das 9=zel- 
lige Gebilde ein magiſches 
Quadrat im ſtrengen Sinne 
iſtzin unſeren Zahlzeich en 
würde es ſo ausſehen: 


Fig 61. Arabiſcher Schugbrief 
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n 


4 9 
3 5 ` ` 

8 1 6, ift alfo ein Spiegelbild des Quadrats 

unſerer Fig. 47 (S. 76) reſp. geht aus dieſem durch Vertauſchung 
der erſten und letzten Spalte hervor. Von den beiden 16 zelligen 
Quadraten des Schutzbriefs weiſt das eine in jeder Zeile und jeder 
Spalte dieſelben 4 Zahlen, nämlich die 4 kleinſten geraden Zahlen: 
2, 4, 6, 8, die eine beſondere Rolle im Aberglauben des Orients 
ſpielen, auf, ergibt alſo natürlich auch in allen Zeilen und Spalten 


dieſelbe Summe (20). Daß es kein magiſches Quadrat im ſtrengen 


Sinne iſt, ſondern zu einer viel einfacheren Gattung von Zahlen⸗ 
Anordnungen gehört, braucht kaum geſagt zu werden. Von genau 
derſelben Struktur wie dieſes letztgenannte iſt auch das größere 
16⸗zellige Quadrat, nur ſind an die Stelle der 4 Zahlen jetzt be⸗ 
ſtimmte arabiſche Namen — Gottesnamen — getreten !). 

Frage 21: Vergrößere alle Zahlen des Dürerſchen Quadrats 
(Fig. 44, S. 74) oder des Jupiterquadrats (Fig. 54, S. 88) um ein 
und dieſelbe Zahl ſo, daß das neue Quadrat in jeder Zeile, Spalte 
und Diagonale als Summe die für die Menſchheitsgeſchichte beiſpiel⸗ 
los verhängnisvolle Jahreszahl 1914 aufweiſt! Um wieviel ſind alle 
Zahlen des Quadrats zu dieſem Zwecke zu vergrößern? 


1) Auch an Bauwerken, Kirchen wie Profanbauten, finden ſich bisweilen 
magiſche Quadrate. Mitteilungen über ſolche und ähnliche Vorkommniſſe 
magiſcher Quadrate, insbeſondere ſolche, die bisher wenig oder gar nicht 
bekannt ſind, nehme ich mit lebhaftem Danke entgegen. Das in den großen 
öffentlichen und auch einigen privaten Münzſammlungen einſchließlich eini⸗ 
ger anderer Muſeen vorhandene Material an Amuletten mit magiſchen 
Quadraten iſt mir freilich in der Hauptſache bereits bekannt infolge einer 
im Winter 1913/1914 veranſtalteten und über die wichtigſten Sammlungen 
von Europa erſtreckten Umfrage, die, von einigen Ausnahmen, wie z. B. 
Rußland, abgeſehen, ſehr entgegenkommende Beantwortung gefunden hat. 
— Die vorſtehenden Worte, die auch ſchon in der vorigen Ausgabe dieſes 
Buches ſtanden, haben mir, wie ich mit Dank zu bemerken nicht unter⸗ 
laſſen möchte, die Kenntnis des intereſſanten arabiſchen Schutzbriefes ver⸗ 
mittelt. Herr Franz Buhl, Unteroffizier in einem bayeriſchen Regiment, 
der den Schutzbrief zu Geſicht bekam, hatte ſogleich die richtige Vermutung, 

daß es ſich um magiſche Quadrate handle, und ſandte mir daraufhin zu⸗ 
nächſt eine Kopie, ſodann das Original des Talismans. l 
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Kapitel IX. ` i 
Mathematiſche Trugſchlüſſe. 
I. Die Hälfte iſt gleich dem Ganzen. 
Beweis: Es iſt bekanntlich: 
a? — b? = (a +b) · (a — b). 

Da diefe Formel für beliebige Werte von a und b gilt, fo afo auch 
für b =a, d. h. wenn wir für b überall a ſetzen; wir haben dann: 
ab* — a? = (a + a) · (a — a). 

Die linke Seite der Gleichung können wir auch fo ſchreiben: a - (a — a) 

und haben dann: 

a. (a — a) = (a + a) · (a — a). 
Dividiert man nun beide Seiten der Gleichung durch den Faktor 
(a — a), jo erhält man: 


a=a +a, 
alſo: a=2a 

E 
oder: zus 


was zu beweiſen war. 
II. In derſelben Weiſe können wir beweiſen: 
Alle Zahlen ſind untereinander gleich. 


Beweis: Es ſeien a und b zwei beliebige Zahlen. Wir nehmen 
zunächſt an, daß fie ungleich find und daß a etwa die größere von 
beiden fei. Der Unterſchied zwiſchen a und b fei gleich c, d. h.: 

a—b=c 
oder: a = be. 
Multipliziert man diefe letzte Gleichung auf beiden Seiten mit a — b, 
ſo erhält man: 

22 — a baba c- b? bo. 


Bringt man nun in dieſer Gleichung das Glied a e von der rechten 
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Seite nach der linken hinüber reſp. ſubtrahiert man auf beiden Sei⸗ 
ten ac, fo erhält man: 

a? —- ab- a c= ab — b — be, 
eine Gleichung, die ſich auch ſo ſchreiben läßt: 

a (a b e) = b (a bc). 
Auf beiden Seiten kommt der Faktor a — b — c vor; dividiert man 
durch ihn, ſo erhält man: 

a=b, 

a pe ganz beliebige Größen a und b find einander gleich, 

w. z. b 

III. “id der Leſer vermutlich trotz unſeres vorſtehenden Beweiſes 
noch nicht ſo recht an die Gleichheit aller beliebigen Zahlen glaubt, 
weil ihm die Konſequenzen — Ausgleich aller Unterſchiede zwiſchen 
Viel und Wenig, zwiſchen Arm und Reich, zwiſchen Groß und Klein 
uſw. — denn doch etwas ungeheuerlich erſcheinen mögen, ſo mag die 
Richtigkeit unſeres Reſultats noch durch ein zweites Beweis ver⸗ 
fahren erhärtet werden: 

Es ſeien a und b zwei beliebige Größen; wir nehmen zunächſt 
wieder an, ſie ſeien ungleich. Alsdann gibt es jedenfalls eine Größe, 
die genau in der Mitte zwiſchen a und b liegt: für 3 und 11 beiſpiels⸗ 
weiſe wäre dies die Zahl 7: E Bezeichnen 


7 


wir die entſprechende Größe für a und b, ihr ſogenanntes „arithme⸗ 
tiſches Mittel“, mit d, fo ift: 
a ＋ b 2d 
(für unfer Beiſpiel: 3 + 11 = 27). 
Aus dieſer Gleichung folgt: 
b 2d— a 
und 2d ba. 
Multipliziert man dieſe beiden letzten Gleichungen miteinander, ſo 
erhält man: 
2d b—- b? = 2da— a? 
Subtrahiert man nun dieſe letzte Gleichung von der Gleichung 
a= dê, 
jo bekommt man: 
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d?— 2b be = d'— 2da Tas 

oder (d b}? = (d — a)”. 

Zieht man ſodann auf beiden Seiten dieſer Gleichung die Quadrat⸗ 

wurzel, ſo ergibt ſich: 


d- b = de a, 
d. h.: ob ich b von d abziehe oder a von ad, bleibt fih gleich, alſo 
b =a, w. z. b. w. _ i 
Wer übrigens vorzieht, dieſen Beweis, ſtatt mit Buchſtabengrößen 
a, b, d, mit numeriſchen Werten zu führen, mag ſo verfahren: 
Niemand — und ſei er der ungläubige Thomas in eigener Per⸗ 
ſon — wird die Richtigkeit der Gleichung: 
3— 12 6—4 
leugnen; ebenſo unzweifelhaft richtig iſt die durch Multiplikation mit 
(- 1) hieraus hervorgehende Gleichung 
, -1—3 =4— 6 
(jede der beiden Seiten der Gleichung ergibt: — 2). Addiert man nun 
auf beiden Seiten dieſer Gleichung ＋ ſo erhält man: 


1-3+2=4-647, 
oder, was genau dasſelbe ift: 


4) 69. 


Zieht man ſodann auf beiden Seiten die Quadratwurzel, ſo bekommt 


man: 


3 3 
14222 — 


á 


und, wenn man nunmehr auf beiden Seiten diefer Gleichung 2 
addiert, ſo ergibt ſich das Reſultat: 
1 2. 


Wenn aber 1 = 2 ift, jo folgt durch Addition von 1 auf beiden Seiten: 
2 = 3, und durch weitere Addition von 1 auf beiden Seiten: 
3 = 4 uff, alfo: i 
1 =2 =3 = 4 uſw., womit, wie verlangt, die Gleichheit 
aller Zahlen untereinander dargetan iſt. 
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IV. Null ift die größte aller Zahlen. 
Beweis: Es ſei a eine beliebige, poſitive, eventuell ſehr große Zahl. 
a — 1 iſt jedenfalls kleiner als a, was man in Form einer „Ungleichung“ 
bekanntlich fo ausdrückt!) : 3 
a—1<a. 
Multiplizieren wir nun diefe Ungleichung auf beiden Seiten mit — a), 
ſo bekommen wir: 


— a ta <a 
oder, nach Addition von a' auf beiden Seiten, ſchließlich: 
a CO. 


Damit haben wir das Reſultat erhalten: Jede beliebige, wenn 
auch noch ſo große Zahl a iſt kleiner als Null, und das war 
es ja, was wir beweiſen wollten. 

Iſt alſo a etwa das Vermögen eines Millionärs oder gar Milliar⸗ 
därs A, ſo zeigt uns unſere Ungleichung, daß dieſes Vermögen kleiner 
iſt als das Vermögen 0 eines Herrn Habenichts. Bezeichnen ent⸗ 
ſprechend die Größen b, c, d uſw. die Vermögen der Millionäre oder 
Milliardäre B, C, D uſw., fo beſtehen unſerem Beweisverfahren zu- 
folge die Ungleichungen: 

a O; b<0; O; d O 
und durch Addition aller dieſer Ungleichungen folgt: 
a+b+e+rd....<o. 
Der Herr Habenichts beſitzt alſo mehr als alle Millionäre und Milliar⸗ 
däre zuſammengenommen, ein Reſultat, das freilich trotz des „mathe⸗ 
matiſchen Beweiſes“ kaum ſo viel Glauben finden wird, daß es in ſo⸗ 
zialer Beziehung verſöhnlich zu wirken vermöchte. 


V. Wenn eine Zahl kleiner iſt als eine andere, fo if auch 
das Doppelte, Vierfache, ... Zehnfache, Hundertfache 
der erſten Zahl immer noch kleiner als die zweite. 

Beweis: Es fei p eine Zahl > 0, die kleiner ift als eine zweite 
Zahl q; alfo: p< q. Durch Multiplikation mit p auf beiden Seiten 


1) Die Nageln x T bedeutet bekanntlich: „x kleiner als y“, und 
umgekehrt hat y Ox die Bedeutung:. „y größer als x“ Auch für die 
nächſten Abſchnitte iſt die Belanntichatt mit diejer Schreibweiſ e erforder lich. 

ARUG 170: Ahrens, Math Spiele. 4 Aufl. 7 


98 Kap. IX. Mathematiſche Trugſchlüſſe 
der Ungleichung erhalten wir: p? p d, und hieraus, durch Subtrak⸗ 
tion von q? auf beiden Seiten, wieder: 

a n. 


oder (+a) &= 4) q- q). 
Die Divifion durch (p — q) ergibt darauf: 
prqa<q 


Addiert man hierzu pd, unſere urſprüngliche Ungleichung, ſo er- 
hält man: 2p ＋4 = 2 und, durch Subtraktion von q auf beiden 
Seiten: 2p d. Auch das Doppelte der Zahl p ift alfo unter allen 
Umſtänden noch kleiner als q. — Ebenſo, wie wir aus der Un- 
gleichung p folgerten: p 2 J, können wir aus p <2 q herlei⸗ 
ten: p< 4q, und hieraus wieder: p T8 q, und fo geht dies fort. 
Damit iſt unſere Behauptung bewieſen. 


VI. Ein Viertel iſt mehr als ein Halbes. 
Beweis !): Auch wer der vorſtehenden Theſe nicht zuftimmt, wird 
zugeben, daß das Doppelte einer Größe mehr iſt als das Einfache. 


Es iſt ſomit: 2.loga O log a 

oder: log a? O log a. 

Wenn nun a= geſetzt wird, jo haben wir alſo: 
10g / Y 108 ½ 


und, da zu dem größeren Logarithmus auch der größere Numerus 
gehört, ſo folgt: 
> , w. z. b. w. 


VII. Es gibt in Wahrheit in der Mathematik keine 
imaginären, ſondern nur reelle Größen. 
Beweis): Alle ſogenannten imaginären Größen laffen fi Dar 
ſtellen in der Form a i, wo a eine reelle Größe und i die imaginäre 
Einheit / — 1 ift. Um alfo unſere Theſe, daß alle imaginären Größen 
reell find, zu beweiſen, brauchen wir dieſen Beweis nur für die imagi⸗ 
näre Einheit zu führen. Zu dem Ende multiplizieren wir die Gleichung: 


— n 


1) Bekanntſchaft mit Logarithmen vorausgeſetzt. 
2) Bekanntſchaft mit imaginären Größen vorausgeſetzt. 


auf beiden Seiten mit Y—1 und erhalten fo: 
Vi x 
=i Vs) 
iV. 
Dividiert man diefe Gleichung auf beiden Seiten durch Vx, fo reſul⸗ 
tiert: 111, alfo 1/1; i iſt mithin reell, w. z. b. w. 
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VIII. Es gibt Dreiecke mit zwei rechten und einem 
ſpitzen Winkel. 


Beweis: Fig. 62 ſtellt in A AEF ein Gebilde der verlangten Art 
dar. Die Figur iſt ſo entſtanden, daß in zwei Kreiſen, die ſich in den 
Punkten A und B ſchneiden, 
von dem einen dieſer Schnitt⸗ 
punkte aus, nämlich von A, 
die Durchmeſſer AMC und 
AND gezogen find. Darauf 
iſt die Verbindungslinie CD 
gezogen, und die Punkte E und 
F, in denen die Linie CD die 
beiden Kreiſe ſchneidet, find mit 
A verbunden. Alsdann ſind Fig. 62. 
die Winkel AFD und AEC als Peripheriewinkel im Halbkreiſe rechte 
Winkel, und daher find auch ihre Nebenwinkel AEF und AFE jeder 
ein Rechter, w. z. b. w. 


IX. Alle Dreiecke jind gleichſchenklig. 

Beweis: Es ſei (ſ. Fig. 63) in dem Dreieck ABC die Halbierungs⸗ 
linie des Winkels bei C gezogen und ferner in der Mitte D der gegen- 
C üöberliegenden Dreiecksſeite AB die Senkrechte („Mit⸗ 
D tellot“) errichtet; beide Linien mögen ſich in dem 
Punkte N ſchneiden. Fällt man nun von N die 
Lote NE und NF auf die Seiten AC und 
BC und verbindet N mit A und B, jo 
ergibt ſich die Kongruenz folgender Drei⸗ 

B eckspaare: . 
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1) AND=BND, 
weil AD = BD, ND NPD und der eirgeſchloſſene Winkel ein Red 
ter iſt. 
Aus dieſer Kongruenz folgt: AN = BN. 
2) ECNSFCN, 
weil X ECN =X FCN, CN=CN und die Winkel bei E und 
Rechte ſind. ` 
Aus dieſer Kongruenz folgt: CE = OF und EN =FN. 
3) .  AENS»BEN, 
weil AN- BN (nach 1), 


EN = FN (nach 2) 
und die Winkel bei E und F Rechte find. 

Aus dieſer Kongruenz folgt: A E = BF. 

Nach 2 ſind nun die beiden (in der Figur einmal geſtrichelten 
Stücke CE und CF gleich lang und nach 3 die beiden (zweimal g 
ſtrichelten) Stücke AE und BF ebenfalls; alfo find auch die ganze 
Linien AC und BC gleich lang, d. h. das beliebige Dreieck ABC i 
gleichſchenklig, w. z. b. w. 

Ebenſo, wie wir die Gleichheit der beiden Dreiecksſeiten AO un 
BC bewieſen haben, läßt ſich natürlich auch die Gleichheit von At 
und AB dartun, und wir erhalten alſo ſchließlich das Reſultat: 

Alle Dreiecke ſind gleichſeitig. 


Auch wenn der Schnittpunkt N der Winkelhalbierenden und de 
Mittellots nicht rn ſondern außerhalb des Dreiecks liegen foli 
(ſ. Fig. 64), ergibt ſich nur wiede 
dasſelbe Reſultat: Wir können fü 
den Ken, Tall der Fig. 64 mi 
denſelben Worten den obigen Be 
weisgang wiederholen, mit dem ein 
zigen Unterſchiede, daß zum Schlu 
AC nicht als Summe der Stück 
F CE und EA, ſondern als dere 
Differenz auftritt und die entſpre 
chende Anderung auch für die an 
dere Dreiecksſeite zu erfolgen han 
Das Reſultat iſt jedoch wieder 


Fig. 64. 
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ie glaser aber mange, m NIL. I. 
weiterer Folge, gleichſeitig. HEN 
eA 


X. 65 =64=63. 
Jeder Schachſpieler weiß, daß LN 
ſein Spielbrett 64 Felder hat: 8 LL 
Reihen von je 8 Feldern. Wir wer⸗ | 
den ihm hier ein zweites Brett vor- | a 
führen, deffen Felder einzeln ebenſo 
groß ſind wie jene, das aber 65 Felder 
zählt und trotzdem nur denſelben Flä⸗ 
cheninhalt hat wie jenes 64 feldrige. 
Beweis: Man zerſchneide das 


urſprüngliche Schachbrett fo, wie Fig. 65 dies angibt, und lege die 4 
Teile jo zuſammen, wie Fig. 66 anzeigt. Alsdann haben wir ein Gebiet 
von 5 >< 13, alfo von 65 Feldern, das unſeren Forderungen genügt. 
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Aus der fo gewonnenen Gleichung 65 — 64 folgt, durch Subtrak⸗ 
tion von 1 auf beiden Seiten, die Gleichung 64 = 63, der zweite Teil 
unſerer Behauptung. Die Richtigkeit dieſer Behauptung: 64 = 63, 
läßt ſich aber auch direkt ohne alle Schwierigkeit dartun: Man braucht 
die 4 Teile I, II, III, IV der Fig. 65 nur ſo hinzulegen, wie Fig. 67 
angibt. Dann bilden die 4 Stücke, die anfänglich (Fig. 65) 64 kleine 
Quadrate maßen, nur noch 63 ſolcher Quadrate, und dieſe ſind ein⸗ 
zeln ebenſo groß wie jene der urſprünglichen Figur. 

Mit der Gleichheit von 65, 64. 63 iſt natürlich die Gleichheit aller 
Zahlen überhaupt dargetan, ein Ergebnis, das für uns freilich nicht 
mehr den Reiz der Neuheit bietet, uns vielmehr oben — unter Nr. II 
und III — bereits entgegengetreten war. 


XI. Die Summe der beiden parallelen Seiten eines 
Trapezes iſt gleich Null.“) 2 


Beweis: Die beiden parallelen Seiten BO =b und AD =a des 
Trapezes ABCD (Fig. 68) mögen nach entgegengeſetzten Richtungen 
B . b € a 


phin verlängert werden, 
und zwar BC um a bis 
F, DA um b bis E. 
Die Endpunfte E und 
F werden miteinander 
verbunden und zudem 
die beiden Diagonalen 
des Trapezes, BD und 
CA, gezogen. Die 3 Ab⸗ 
ſchnitte, in die die Diagonale AC durch die fie ſchneidenden Linien ge- 
teilt ift, bezeichnen wir, wie in der Figur angegeben, mit x. y, z. Aus 
dem Proportionallehrſatz (Strahlenſatz), angewandt mit bezug auf G 
ind H als Scheitelpunkte, oder, was auf dasſelbe hinauskommt, aus 
‚er Ahnlichkeit der beiden folgenden Dreieckspaare: 


1) Nach W. Lietzmann (und V. Trier), „Wo ſteckt der Fehler?“ (Leipzig 
1913, S. 23; 2. Aufl., 1917, S. 27/28), einem Buche, das außer den „Trug⸗ 
ſchlüſſen“ des erſten Teils in einem zweiten, von V. Trier verfaßten Teile 
eine Sammlung intereſſanter und lehrreicher, übrigens durchweg aus dem 
wirklichen Schulleben geſchöpfter „Schülerfehler“ bietet. 
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1) BHC und AHD, 
2) j EGA und CGF, 
folgt b z 
a x+y 
und b * 
l a F ＋ 2 
oder, zuſammengezogen: 
b 2 x 2 
Fe iry = 7 2 (Gleichung I). 


A i 2 xX 4 
Wendet man nun auf die Proportion u die korreſpon⸗ 


dierende Subtraktion!) an, fo erhält man: 


TF Jtz 725 


Wenn aber La = — 1 ift, ſo bedeutet das: b =— a oder: b + a=0, 
w. z. b. w. 


XII. Alle Kreiſe haben gleichen Umfang. 
Beweis: Wir denken uns zwei feſt miteinander verbundene Kreiſe 
mit gemeinſamem Mittelpunkt (M in Fig. 69) oder mit anderen Worten: 
eine kreisrunde Scheibe, auf der noch ein kleinerer konzentriſcher Kreis 
verzeichnet iſt. Die Scheibe mag in der Ebene längs einer geraden 


1) Der Leſer, dem dieſer Satz nicht oder nicht mehr geläufig ift, erkennt 
die Richtigkeit der Umwandlung leicht folgendermaßen: Wenn eine Propor⸗ 
tion = =£ befteht, jo befteht zunächſt auch die Proportion be ER 
und aus ihr erhalten wir durch Subtraktion von 1 auf beiden Seiten, 
2 11 oder E. oder und jomit auch: 
P q P q n—q q. 
Zum g ion © E. It ſich al 
ama aa Gine gegebene Proportion 8 läßt ſich alſo auch 
ſtets in der Form u 4 4 ſchreiben, und das iſt genau die Um⸗ 


4 ai 1 P 2 X 
formung, die wir oben mit der Proportion Im yia ee 
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Linie abrollen; dabei gelangt 
ſie von A nach B, und zwar 
mag dieſe Strecke gerade einer 
vollen Umdrehung der Scheibe 
entſprechen, ſo daß alſo das 
Stück AB gleich dem Umfang des großen Kreiſes iſt. In dieſer Zeit, 
von der Stellung A bis B, hat ſich natürlich auch der kleine Kreis ge⸗ 
rade einmal herumgedreht; ſein jeweiliger tiefſter Punkt bewegt ſich 
längs der Linie CD und dieſe iſt daher gleich dem Umfang des klei⸗ 
nen Kreiſes. Da nun aber AB und CD offenbar gleich find (ABDC 
ift ein Rechteck), jo haben alfo beide Kreiſe denſelben Umfang, w. z. b. w. 


4 Fig. 69. 


XIII. Im Innern eines Kreiſes gibt es nur einen Punkt, 

den Kreismittelpunkt. Alle übrigen, ſcheinbar im In⸗ 

nern des Kreiſes gelegenen Punkte liegen in Wahrheit 
auf der Kreisperipherie. 

Beweis !): Es fei C (Fig. 70) ein ſolcher, ſcheinbar im Innern des 
Kreiſes gelegener Punkt. Man ziehe alsdann den Durchmeſſer durch 
C, alio AMB, und konſtruiere zu A, C, B den 4. harmoniſchen Punkt: 
D. Sodann errichte man in F, der Mitte 
von CD, ein Lot, das den Kreis in E ſchnei⸗ 
den mag, und verbinde dieſen Punkt E mit 
M und C. — Alsdann iſt nach einem be- 
kannten Satze): 

MC-MD=MA?% 
Dieſe Gleichung nimmt, da N 
MC=MF— CF 81g. 70. 
und MD=MF+-FD=MF-+CF 


1) Angegeben von P. Stäckel im Archiv der Math. u. Phyf. (8) XII, 1907, 
S. 370. 


2) Der Lefer, dem dieſer Satz nicht gegenwärtig fein ſollte, überzeugt fih von 
der Richtigkeit der in Frage ſtehenden Gleichung leicht folgendermaßen: Wenn 
A, C, B, D vier harmoniſche Punkte ſind, ſo bedeutet dies, daß folgende Pro⸗ 

0 j 2 AM C MD-+AM 
portion beſteht: B DP anders geſchrieben: aM Mö HD AM 
Durch Anwendung korreſpondierender Addition und Subtraktion nimmt diefe 


Ne- Tni aljo it, wie oben ſteht: AM! 


Proportion die Form an: 
= MOC. MD. 
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ift, die Form an: (MF — CF). (MF + CF) MA? 
oder: i MF? CF MA? (Gleichung I). 
Nun iſt ferner: MF? ＋ FE ME? 
und CF? ＋ FE = OE? 
aljo: M F CF = NME — CE? 
oder: MF CF = MA CE? (Gleichung I). 
Aus den beiden Gleichungen I und II, die in ihren linken Seiten 
völlig übereinſtimmen, folgt: 
. MA=MA?— CHE, 
d. h.: CE=0. 
Der Punkt O ift alfo mit E identiſch, liegt mithin auf der Kreis⸗ 
peripherie, w. z. b. w. 


XIV. Achilles und die Schildkröte. 


Von dem griechiſchen Philoſophen Zenon von Elea rühren eine 
Anzahl berühmter Sophismen her, deren bekannteſtes ſo lautet: Der 


ſchnellfüßige Achilles verz A S SS 
folgt cine fehe vier lange nn 
ſamer ſich bewegende Jig. 71 


Schildkröte, die vor ihm einen gewiſſen Vorſprung hat. Wird er die 
Schildkröte einholen? Zenon ſagt: „Nein“. Denn, wenn Achilles von 
A aus den anfänglichen Standpunkt S der Schildkröte erreicht hat 
(ſ. Fig. 71), wird dieſe inzwiſchen bis zu einem anderen Punkte 8. 
weiter gekrochen ſein; iſt Achilles auch hierhin gekommen, ſo iſt die 
Schildkröte inzwiſchen bis S, gelangt, und fo geht dies offenbar fort: 
Jedesmal, wenn Achilles einen von der Schildkröte zuvor eingenom⸗ 
menen Standpunkt erreicht hat, wird dieſe inzwiſchen um ein gewiſſes 
Stück weiter gekrochen ſein, und ſo wird Achilles trotz ſeiner ſo viel 
größeren Geſchwindigkeit die Schildkröte nie einholen.“) 


1) Wir hielten hier an dem hiſtoriſch gegebenen Bilde von „Achilles 
und der Schildkröte“ feſt, obwohl ein moderner Zenon vermutlich ein beſ⸗ 
ſeres Bild zur Illuſtrierung der in dem Vorgange der Bewegung liegenden 
Antinomien gewählt hätte. Man hört gegen das Sophisma in der Form 
Zenons naturgemäß in der Regel die Entgegnung: „Achilles kommt der 
Schildkröte immer näher und näher und ſchließlich tritt er mit dem näch⸗ 
ſten Schritt über ſie hinweg.“ Man ſtellt ſich daher ſtatt der Schildkröte 
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XV. Aus der Wahrſcheinlichkeitsrechnung. 

Wer nur die Anfangsgründe, die einfachſten Prinzipien, der Wahr⸗ 
ſcheinlichkeitsrechnung kennt, wird begreifen, daß ſie einen bevorzugten 
Tummelplatz für Fehlſchlüſſe und Paradoxien abgibt, und ſo mag 
wenigſtens ein Beiſpiel dieſer Art hier zum Schluß gegeben werden, 
eins, das Francis Galton, der berühmte Afrikareiſende und vielſeitige 
Forſcher — Anthropolog, Meteorolog, Geograph, Archäolog uſw. — 
mitgeteilt hat.“) 

In einer Geſellſchaft erhebt jemand folgende Frage: Drei Münzen 
werden verſchiedene Male hingeworfen; in wieviel Prozent aller 
Fälle werden die drei Münzen übereinſtimmend dieſelbe Seite, d. h. 
alle drei die Kopfſeite oder aber alle drei die Wappenſeite, zeigen ? 
— „Ob man“, ſo läßt ſich zunächſt A vernehmen, „die drei Münzen 
gleichzeitig oder aber nacheinander hinwirft, iſt offenbar gleichgültig, 
und nur der größeren Anſchaulichkeit halber ſtelle ich mir vor, daß 
die Münzen einzeln — hintereinander — hingeworfen werden. Zu⸗ 
nächſt die erſte: ſie zeigt Kopf⸗ oder Wappenſeite. Nun kommt die 
zweite; in wieviel Fällen wird ſie dieſelbe Seite zeigen wie die erſte 
Münze? Offenbar in der Hälfte aller Fälle! Wird ſchließlich auch 
die dritte Münze hingeworfen, ſo wird ſie dieſelbe Seite wie die bei⸗ 
den erſten Münzen nach oben kehren in der Hälfte aller derjenigen 
Fälle, die vorher günſtig waren, d. h. in der Hälfte von der Hälfte 
aller Fälle insgeſamt. So wird das erwartete Bild, daß alle drei 


Münzen dieſelbe Seite zeigen, in I oder in 25 Prozent aller Fälle 


eintreten.“ — „Ich proteſtiere“, jo fällt jetzt B ein, „die Annahme, 
daß die Münzen hintereinander geworfen werden, entſpricht nicht der 
Frageſtellung und führt daher, wie man ſieht, zu einem Fehlſchluß. 
Das ſoeben gehörte Reſultat ift nämlich durchaus unrichtig, wie ſehr 
leicht einzuſehen iſt. Man hat die drei Münzen gleichzeitig zu werfen, 


und Achills wohl beſſer etwa zwei Lokomotiven vor, die ſich beide auf 
einem Schienenſtrang, der beliebig lang ſein mag, in gleicher Richtung 
fortbewegen und von denen die eine einen gewiſſen (mäßigen) Vorſprung 
vor der anderen hat; die vordere ſoll eine geringe, die hintere eine große 
Geſchwindigkeit haben. Nach dem Sophisma Zenons holt die ſchnelle Loko⸗ 
motive die langſame niemals ein. 

1) Francis Galton, „A plausible paradox in chances“, Nature, vol, 
49, 1893/94, p. 365—366, - 
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und offenbar werden jedesmal, wenn dies geſchehen ift, mindeſtens 
zwei der drei Münzen die gleiche Seite nach oben kehren. Die Wahr⸗ 
ſcheinlichkeit dafür nun, daß auch die dritte Münze dieſelbe Seite zeigt, 


it offenbar = + Alſo in der Hälfte oder in 50 Prozent aller Fälle 


wird das erwartete Bild ſich ergeben und nicht etwa nur in 25 Prozent!“ 
Wer hat Recht: A, B oder keiner von beiden? 


Beantwortung der Fragen. 
Kapitel J. 


Frage 1: B (der zweite) ſpringt von 1 auf 2 und ſchreitet ſodann 
in Stufen von je 11 fort. 

Frage 2: B kann den Sieg erzwingen, da er mit dem erſten Male 
auf 9 gelangen und nun in Stufen von je 9 bis zu 90 fortſchreiten 
kann. 

Frage 3: A, der zunächſt auf 6, dann auf 24, 42, 60, 78, 96, 
114, 132 und 150 ſpringt. 

Frage 4: B, indem er zunächſt auf 13 gelangt und von hier in 
Stufen von je 13 zum Ziel. — Die letzte Etappe vor dem Siege für 
B iſt 169, und zwar kommt nur dies allein hierfür in Betracht, nicht 
etwa, wie man vielleicht denken könnte, neben 169 auch wahlfrei 170 
und 171. Denn, wenn B auf irgendeine Weiſe auf 170 oder 171 
gekommen wäre, jo würde zwar A das Ziel mit dem nächſten Sprunge 
nicht erreichen können; jedoch kann A alsdann bis 180 reſp. 181 
gelangen, und B muß nun — bei einer minimalen Sprungweite von 
3 Fuß — über das Ziel hinausſpringen. Es würde alſo — man 
achte auf die Formulierung unſerer Aufgabe (S. 11) — keiner von 
beiden ſiegen. 

Frage 5: Sieger iſt offenbar derjenige, der zuerſt auf 98 oder 99 
gelangt, da der Gegner alsdann — bei einem Minimum von 2 Fuß 
— das Ziel mit dem nächſten Sprunge erreichen bzw. überſchreiten 
muß. A würde alſo den Sieg erzwingen können, wenn er zunächſt 
auf 10 ſpringen und dann in Stufen von je 11 zu 98 fortſchreiten 
könnte. Nun iſt ihm aber — bei einem maximalen Sprunge von 
9 Fuß — die Stufe 10 für das erſte Mal unerreichbar. Ebenſo⸗ 
wenig kann A es erzwingen, die Stelle 99 in Stufen von je 11 zu 
erreichen. Wie A daher auch beginnt, B kann mit feinem erſten Sprunge 
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jedenfalls auf 11 gelangen, worauf er in Stufen von je 11 fort⸗ 
ſchreitet bis 99, um jo A zum Überſchreiten des Ziels zu zwingen. 
Außer dieſem Verfahren, das B ftet3 befolgen kann, gibt es für ihn 
noch ein zweites, das freilich nicht immer anwendbar iſt: Wenn B 
mit dem erſten Sprunge auf 10 kommen kann, was jedoch nicht immer 
möglich iſt, ſo kann er von hier ab, durch Vorrücken in Stufen von 
je 11 bis zu 98, den Sieg erzwingen, da A alsdann das Ziel er⸗ 
reichen oder überſchreiten muß. — Dies zweite Verfahren iſt offenbar 
dann und nur dann nicht ausführbar, wenn A mit einem Sprunge 
von 9 Fuß beginnt; das erſte Verfahren läßt ſich dagegen, wie ſchon 
geſagt, unter allen Umſtänden anwenden, wie auch A beginnen mag. 


Kapitel II. 
Frage 6: Die Anzahl der Inverſionen iſt 23, die Aufgabe alſo 
unlösbar. 
Kapitel III. 


Frage 7: Die Aufgabe ift ſymmetriſch zu Nr. IV in § 3 (S. 29), 
woraus ſich das Löſungsſchema leicht ergibt. 

Frage 8: Die Aufgabe ift reziprok zu Nr. XIV in § 3 (S. 31). 

Frage 9: Die Aufgabe iſt offenbar analog der Aufgabe Nr. X in 
S 3. In der Tat wird aus der Kombination 46; 13 durch eine 
Vierteldrehung im Umdrehungsſfinne des Uhrzeigers: 64; 37, hieraus 
durch Spiegelung an der Mittelvertikalen: 24; 57 und hieraus durch 
Vertauſchung von Anfangs⸗ und Schlußloch: 57; 24 (Nr. J). — 
Die geſtellte Aufgabe iſt alſo ſymmetriſch zu der reziproken von Nr. X 
in S 3. 

; Rapitel IV. 

Frage 10: Nein; denn bei dieſem Gewichtsſatz wird der ſchein⸗ 
bare Vorteil nur auf Koſten von Lücken gewonnen, indem Wägungen 
von 32 g und 97 g (32 + 65) überhaupt nicht möglich find. 

Frage 11: Der angegebene Gewichtsſatz ermöglicht alle Wägun⸗ 
gen von 1 g bis 610 g inkl.; feine 11 Gewichte können erſetzt werden 
durch folgende 10 Gewichte: 1 g, 2 g, 4 g, 8 g, 16 g, 32 g, 64 g, 
128 g, 256 g, 512 g, und diefe ermöglichen Wägungen noch bis 
1023 g einſchließlich. 

Frage 12: 127 Umſetzungen im ganzen, davon 64 mit Scheibe 1 
und 4 mit Scheibe 5. Die erſte Umſetzung ift: „1 von A auf C.“ 
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Kapitel V. 

Frage 13: Die Anfangsſtellung, bei der alle Ringe oben ſind, iſt 
natürlich durchaus noch nicht die ungünſtigſte für die Trennung der 
Ringe von der Spange. Vielmehr iſt dies bei 5 Ringen?) die Stellung 

4 
I 555, weil hier nämlich zunächſt die vier letzten Ringe zu heben 
ſind, was ebenſoviele Umſtellungen erfordert, als wären die Ringe 
urſprünglich oben und erſt zu ſenken: alſo 7 Umſtellungen nach un⸗ 
ſerer Tabelle (S. 50). Dazu kommen dann noch die für den Fall 
der normalen Anfangsſtellung erforderlichen 16 Umſtellungen; ins⸗ 
geſamt ſind es alſo hier 23 Umſtellungen, die nötig ſind. 


Kapitel VI. 
Frage 14: Die „Grundzahlen“ ſind jetzt 1, 2, 4, 8, 16. 
7 44241 
25 216 +8 +3 
die dritte Zahl muß daher 16 + 8 + 4+2 = 30 fein, und die 
entſtehende „ausgezeichnete“ Stellung ift aljo: 7, 25, 30. 
Frage 15: Der zweite Spieler gewinnt, weil die anfängliche 
Stellung „ausgezeichnet“ iſt: 
3 = 271 
17 2 16 ți 
18 = 16 +2 
Frage 16: Wir haben hier offenbar einen Fall des in Kap. I 
(„Wettſpringen“) beſprochenen Spiels vor uns, und nach den dortigen 
Ausführungen muß bei richtigem Spiel in dieſem beſonderen Falle 
der zweite Spieler ſiegen: nach ſeinem erſten Zuge werden von dem 
Haufen insgeſamt 5 Steine verſchwunden ſein, und nach ſeinen wei⸗ 
teren Zügen 10, 15, 20, 25 Steine. 


Kapitel VII. 


Frage 17: Die Fortſetzung ergibt ſich unter Anwendung der 
angegebenen Regel von Feld 37 aus zunächſt unzweideutig bis 
Feld 46 ſo, wie in Fig. 72 angegeben. Von Feld 46 hätte man der 


1) Bezüglich der entſprechenden ungünſtigſten Stellung für den Fall von 
4 Ringen vgl. die Ausführungen auf S. 48, Zeile 6 v. u. bis S. 49, Z. 7 v. o. 
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Regel zufolge, anftatt nach 
47, ebenſogut nach 49 ſprin⸗ 
gen können. Wählt man, 
wie wir getan, 47, ſo er⸗ 
gibt fich die weitere Fort⸗ 
ſetzung unzweideutig bis 51; 
von hier aus ſtehen 52 
und 54 mit gleichen Rechten 
zur Wahl. Entſcheidet man 
ſich für 52, ſo geht es un⸗ 
zweideutig weiter bis 59, 
worauf man die Wahl zwi⸗ 
ſchen 60 und 64 hat. Hier⸗ 
auf ergibt ſich der Schluß 
eindeutig. — Der ſo ent⸗ 
ſtehende Röſſelſprung (f. 
Fig. 73) weiſt, obwohl er 


ungefähr zu drei Fünfteln 


der Fig. 35 entlehnt war, 
nicht mehr die ſchöne Form 
dieſes Diagramms auf, wie 
überhaupt die nach der ge⸗ 
dachten Regel gebildeten Röſ⸗ 
elſprünge meiſt unſchön ſind. 
Dafür hat unſere Regel uns 
allerdings dieſes Mal zu 
einem geſchloſſenen Röſſel⸗ 
ſprung geführt (die Schluß⸗ 
kette iſt in der Figur geſtri⸗ 
chelt gezeichnet), während der 
von Fig. 35 offen war. 


$ . Kapitel VIII. 

Frage 18: Schreibt man die Zahlen 1 bis 81 zweimal, nämlich 
in zwei untereinanderſtehenden Reihen entſprechend der Schreib⸗ 
weiſe auf S. 75, hin, ſo ſieht man ſofort, daß dieſe zwei Zahlen⸗ 


reihen die Summe 82 > 81, eine Reihe allein alfo = 5 


81 


ergibt; 
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davon entfällt auf jede der 9 Reihen des magiſchen Quadrats die 


82 >x< 81 
Summe =- = 369. 
2x9. 
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Frage 20: Durch Vertauſchung der Zahlen aller in Fig. 51 (S. 51) 
mit b bezeichneten Gebiete ergibt ſich das folgende magiſche Quadrat: 


TELE 
eee, eee 
eee e e, 8 
nos zoo 0 2 12 e 2e e 
ee 8 
eee 
e ee 
222 8 
e e e ee e 3137 
f 8e, 020 se 
realza [zol E lar eee 
21878411 el 


Frage 21: Um 470. 


Frage 19: 


Fig. 75. 
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Kapitel IX. 
Aufdeckung der Trugſchlüſſe. 
I. Bis zur Gleichung 
a- (a a) = (a +a) (a — a) 
einſchließlich ift der Schluß einwandfrei. Dieſe Gleichung nun beſagt, 
daß zwei Produkte, jedes aus zwei Faktoren beſtehend, einander gleich 


ſind, und zwar iſt je ein Faktor in beiden Produkten derſelbe, näm⸗ 
lich: (a — a). Wir haben aljo eine Gleichung von der Form: 


X 2 = · Z. 


Im allgemeinen folgt aus folder Gleichung: & = y; denn, wenn zwei 
Produkte von je zwei Faktoren einander gleich ſein ſollen und der eine 
Faktor — hier 2 — ift bei beiden derſelbe, fo muß in der Regel der 
andere Faktor auch derſelbe fein: es ift 3-7 auch nur = 3.7 und 
nicht etwa = 57. Wenn wir alfo beiſpielsweiſe die Gleichung haben: 
x. 7 = 3.7, fo folgt daraus unbedingt: x = 3. Eine Ausnahme bil- 
det jedoch der Fall, daß der in beiden Produkten vorkommende Faktor 
die Null ift: es ift 3.0 = 5 0, ohne daß die Faktoren 3 und 5 ein⸗ 
ander gleich ſind. Die Gleichung 
X· 2 N 1 
wird alfo, wenn 20 ift, ſtets befriedigt, welche Werte auch x und y 
haben, und, wie man aus der Gleichung 3.0 = 50 nicht ſchlie⸗ 
ßen darf: 3 = 5, ebenſowenig darf man aus X 2 y 2, wenn 
20 ift, ſchließen: x =. Dieſen Trugſchluß haben wir aber be- 
gangen; denn in unſerer Gleichung 
a. (a — a) = (a +a). (a =a) 

war der in beiden Produkten vorkommende Faktor, nämlich a — a, = 0, 
und wir ſchloſſen daraus fälſchlich die Gleichheit der anderen Faktoren, 
nämlich: a - a +a. Wir dividierten, wie man wohl kurz ſagt, 
die beiden Seiten der Gleichung durch Null, eine Operation, 
die, wie wir jetzt ſehen, nicht erlaubt iſt. 

II. Auch hier iſt, wie in I, eine Gleichung „durch Null dividiert“, 
nämlich durch a — b — c, einen Ausdruck, der infolge der Definitions- 
gleichung a — b =c eben den Wert Null hat. „ A 
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Der Fehler, durch Null zu dividieren, iſt überhaupt für die Kon⸗ 
ſtruktion arithmetiſcher Trugſchlüſſe einer der beliebteſten, und es er⸗ 
ſcheint daher angebracht, aus einer vor mehr als einem halben Jahr⸗ 
hundert gedruckten und heute gewiß völlig in Vergeſſenheit geratenen 
„Mathematiſchen Bierzeitung“ einen Abſchnitt wiederzugeben, der das 
Verbot, eine Gleichung mit Null zu dividieren, in ebenſo treffender, 
wie amüſanter Weiſe behandelt. Unter Nachahmung der Geneſis, 
vorzüglich des 3. Kapitels, verkündet die „Bierzeitung“ uns fol⸗ 
gendes !): 

1. Und der Herr ſprach zu Adam: Siehe, ich gebe in deine Hand das 
ganze mathematiſche Paradies. 

. Du darfit dividieren mit allen Zahlen, die darin find. 

. Aber mit der Null darfſt du nicht dividieren, denn fie iſt ein Ge⸗ 

ſchöpf des Fürſten der Finſternis. 
4. Die Schlange aber war liſtiger als alle Tiere auf dem Felde und 
ſprach zu der Eva: Sollt ihr nicht dividieren mit allen Zahlen 
des Paradieſes? 
5. Sprach das Weib: Mit allen Zahlen ſoll mein Mann dividieren, 
nur mit der Null nicht; denn ſie iſt ein Geſchöpf der Finſternis. 
6. Sprach die Schlange: ſie iſt mit nichten ein Geſchöpf der Fin⸗ 
ſternis, ſondern, wenn ihr mit Null dividiert, werdet ihr unter⸗ 
ſcheiden lernen, was richtig und falſch iſt. ö 

. Und das Weib ſchauete an, daß mit Null gut zu dividieren wäre, 
daß es eine luſtige Zahl wäre, weil ſie klug mache, und ſprach zu 
ihrem Manne: Dividiere doch! Siehſt du denn nicht, daß die 
Gleichung viel einfacher wird? 

8. Und Adam faßte ſich ein Herz und dividierte, „und die Augen 

gingen ihm plötzlich auf und gingen ihm gleichzeitig über.“ 

9. Aber der Herr ſprach zu Adam: Haſt du nicht mein Gebot 

übertreten? 

10. Darum eliminiere ich dich aus dem mathematiſchen Paradieſe. 

11. Im Schweiße deines Angeſichts ſollſt du Gleichungen rechnen 
und Beweiſe ſuchen, und ſollſt nichts glauben, bis du es be⸗ 
wieſen haſt. 


1) Wir haben am Ende ein paar Verſe geſtrichen und entſprechend 
die Verszahlen geändert — Die unter Redaktion von Th. Berner in 
Berlin erſchienene „Mathematiſche Bierzeitung“ iſt vom 28. Januar 
1863 datiert. ; 

ANUG 170 Ahrens, Math. Spiele. 4. Aufl. 8 


O? o 


~l 
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III. Bis zur Gleichung (d — b)? = (d — a)? einſchließlich ift das 
Beweisverfahren einwandfrei. Aus der Gleichheit zweier Ansdrücke 
folgt jedoch nicht, daß auch die Quadratwurzel aus dem einen Aus⸗ 
druck gleich der aus dem anderen ift, vielmehr hat die Quadratwurzel 
bekanntlich zwei Werte, die ſich durch das Vorzeichen unterſcheiden, 
und, wenn A und B zwei einander gleiche Größen find; fo iſt alfo 
die Quadratwurzel aus A nicht ſchlechtweg gleich der Quadratwurzel 
aus B, ſondern nur gleich einem der beiden Werte, die die Quadrat⸗ 
wurzel aus B beſitzt. Aus unſerer Gleichung (d — b)? = (d a)? 
durften wir daher nicht, wie wir es taten, ohne weiteres ſchließen: 
d — bd a, ſondern nur: d— b ift entweder 


== 
oder =— (d- a). 

Welcher dieſer beiden Fälle beſteht, erkennen wir nun leicht: denn, 
wenn von den beiden Größen a und b die größere etwa b iſt, ſo iſt, 
da d zwiſchen a und b liegt, d — b negativ und d — a poſitiv; es 
kann alſo gar nicht, wie wir annahmen, 

d - b (d a) 
ſein, ſondern nur: d - b - (d- a), 


und dieſe Gleichung würde uns zu keinerlei paradoxem Reſultat füh⸗ 
ren, vielmehr folgt aus ihr nur: 


d- b = - d a 
und weiter: 2d -ab, 


d. h. wir kommen nur zu der alten Gleichung für unſer d (f. S. 95) 
zurück. 


IV. Die Ungleichung a — 1 Ta, von der wir ausgingen, ift na- 
türlich unanfechtbar. Was aber anfechtbar iſt und überhaupt den 
Trugſchluß herbeigeführt hat, das ift die Multiplikation der beiden 
Seiten dieſer Ungleichung mit einer negativen Größe (— a). Wohl 
darf man eine Gleichung auf beiden Seiten mit derſelben negativen 
Größe multiplizieren, nicht aber iſt dies bei einer Ungleichung zu⸗ 
läſſig, wie folgendes Beiſpiel zeigen mag: Aus der Ungleichung 1< 2 
würde durch Multiplikation mit (— 2) folgen: — 2 < — 4, eine 
Ungleichung, die offenbar unrichtig ift; denn (— 2) it nicht, wie un- 


Aufdeckung der Trugſchlüffe 115 


ſere Ungleichung will, kleiner, ſondern vielmehr größer als (— 4). 
Wer nämlich 2 Mk. Schulden und weiter nichts beſitzt,, beſitzt“ immer 
noch „mehr“ als jemand, deſſen ganzes „Vermögen“ in 4 Mk. Schul⸗ 
den beſteht (der Leſer, dem etwa dieſe Auffaſſungsweiſe nicht geläu⸗ 
fig ſein ſollte, braucht ſich nur vorzuſtellen, daß die beiden gedachten 
Perſonen je 5 Mk. verdienen und nun jeder von ſeinem Verdienſt 
ſeine Schulden abträgt; dann zeigt ſich unzweifelhaſt, wer von beiden zu⸗ 
vor mehr „Vermögen“ beſaß). Bei der üblichen graphiſchen Darſtellung 
der poſitiven und negativen Zahlen, die man fo zu geben pflegt, daß 
die Zahlen von links nach rechts hin beſtändig wachſen, ſieht demnach 
der uns hier intereſſierende Abſchnitt der Zahlenreihe ſo aus: 
— 1 I 
—4 —8 -2 -1 0 1 2 3 4 
(4 ſomit rechts von 2, aber — 4 links von — 2). — Wenn wir alfo 
die Ungleichung 1 <2 auf beiden Seiten mit (— 2) multiplizieren 
wollten, ſo hätten wir gleichzeitig das Ungleichheitszeichen umkehren 
müſſen und hätten alsdann die richtige Ungleichung — 2 > — 4 be 
kommen. Ebenſo folgt in unſerem urſprünglichen Falle aus der Un⸗ 
gleichung a — 1 Qa durch Multiplikation mit (— a) nur: 
—a Ta - a? 
oder a 2 0, eine Ungleichung, die nur unſere urſprüngliche Feſt⸗ 
ſetzung, daß a eine poſitive Größe ſein ſoll, wiederholt, alſo nichts 
Unerwartetes ausſagt. 

V. Während in IV der Trugſchluß dadurch ermöglicht wurde, daß 
eine Ungleichung ohne Umkehrung des Ungleichheitszeichens mit einer 
negativen Größe auf beiden Seiten multipliziert wurde, iſt hier, was 
natürlich auf dasſelbe hinauskommt, eine Ungleichung durch eine ne⸗ 
gative Größe, nämlich durch p — q, dividiert (da p a ift, jo ift 
p—q negativ). Die Diviſion an ſich ift freilich zuläſſig, jedoch hät⸗ 
ten wir dabei das Ungleichheitszeichen umkehren müſſen und hätten 
alsdann erhalten: p + q >q, eine Ungleichung, die unzweifelhaft 
richtig iſt. i 

VI. Wir gingen bei unſerem Schlußverfahren aus von der Be- 
hauptung, daß das Doppelte einer Größe größer iſt als das Ein⸗ 
fache. Dieſer Satz gilt jedoch nur für poſitive Größen: Wenn A 
doppelt ſoviel wirkliches Vermögen beſitzt als B, ſo iſt das Vermögen 
des A natürlich größer als das von B. Beſteht aber das „Vermögen“ 

. 8* 
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beider nur in Schulden und hat A deren doppelt fo viele als B, jo 
ſteht A nicht beſſer da als B, ſondern ſchlechter; das „Vermögen“ 
von A iſt dann alſo kleiner als das von B (vgl. die Ausführungen 
zu IV). Nun iſt aber log a für den Wert, den wir a gaben, näm⸗ 
lich für 1, keine poſitive, ſondern eine negative Größe; die Gleichung 
2· log a O log a 


gilt aljo für unſer a = 1 nicht, ſondern nur, wenn a>1 ift. 

VII. Der Trugſchluß beruht hier, wie bei III, darauf, daß von 
den zwei Werten einer Quadratwurzel der unrichtige gewählt iſt. Mit 
den richtigen Vorzeichen der Quadratwurzeln verſehen, würde unſere 
Gleichung lauten: — Yx=i?Yx, woraus folgen würde: i? = — 1. 
— Überhaupt find die imaginären Größen in beſonderem Maße ge⸗ 
eignet, um zu unrichtigen, beabſichtigten oder unbeabſichtigten Ergeb⸗ 
niſſen zu führen. So wird z. B. auch die Gleichung 11 = 1, die 
natürlich richtig iſt, benutzt, um daraus durch „Radizieren“ wieder 
unſere falſche Gleichung i?—=1 herzuleiten, während richtigerweiſe 
der andere Wert von V1, alfo — 1, mit der Folge alfo: = — 1, 
zu nehmen wäre. 

VIII. Der Leſer erkennt leicht, daß die Fig. 62 gefliſſentlich falſch 
gezeichnet iſt, um den Trugſchluß zu ermöglichen. Denkt man ſich 
nämlich B mit C und D verbunden, fo ſieht man, daß CBA und 
ebenſo TAB D als Peripheriewinkel im Halbkreiſe je ein Rechter 
find, CB mithin ein Geſtreckter und die Linie CBD ſomit eine 
Gerade ift. Die Verbindungslinie der Punkte C und D geht alfo 
notwendig durch B, den zweiten Schnittpunkt der beiden Kreiſe. 

C IX. Der Trugſchluß beruht darauf, 
daß ſowohl Fig. 63, wie Fig. 64 falſch 
gezeichnet ſind. Zunächſt Fig. 63: Die 
Halbierende eines Winkels und das 
Mittellot zur gegenüberliegenden Drei⸗ 
ecksſeite ſchneiden ſich nicht, wie wir es 
gezeichnet haben, innerhalb, ſondern 
außerhalb des Dreiecks. Dies ergibt 
ſich ſofort, wenn wir den Kreis durch 
die drei Ecken des Dreiecks, den ſoge⸗ 
nannten „Umkreis“ des Dreiecks, zeichnen 
(ſ. Fig. 76). Verlängern wir nämlich die 
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Halbierende des Winkels bei C bis zu dieſem Kreiſe, fo muß fie 
dieſen gerade in der Mitte des Bogens AB treffen, weil zu gleichen 
Peripheriewinkeln ( ACN B CN) auch gleiche Kreisbögen 
gehören; Bogen AN ift alfo Bogen B N. Ferner muß nach be- 
kanntem Satze das auf der Sehne AB in deren Mitte D errichtete 
Lot auch durch die Mitte des zugehörigen Kreisbogens, alſo durch 
N, gehen. Winkelhalbierende und Mittellot gehen ſomit beide durch 
dieſen Punkt N und zwar iſt dies, da zwei gerade Linien ſich nur 
in einem Punkte ſchneiden, ihr einziger Schnittpunkt, ſo daß alſo ein 
Schnittpunkt im Innern des Dreiecks, wie wir ihn in Fig. 63 an⸗ 
genommen hatten, nicht möglich iſt. 

Damit ift Fig. 63 erledigt. Nun Fig. 64! Da AC BN, wie ſoeben 
bereits bewieſen (ſ. Fig. 76), ein Sehnenviereck iſt, ſo betragen ein Paar 
gegenüberliegende Winkel dieſes, nämlich CAN und X CBN, nach 
bekanntem Satze zuſammen 2 R; mithin ift — abgeſehen von dem bez 
ſonderen Falle, daß jeder dieſer Winkel ein Rechter und A ABO wirk⸗ 
lich gleichſchenklig iſt — der eine dieſer beiden Winkel ſpitz, der andere 
ſtumpf. Somit können ſie nicht beide, wie in Fig. 64 angenommen 
war, Nebenwinkel von rechtwinkligen Dreiecken ſein. Vielmehr wird 
nur der eine dieſer beiden Winkel, der ſtumpfe, — in Fig. 76 X CAN — 
Nebenwinkel eines rechtwinkligen Dreiecks ſein, während der andere 
Winkel, der ſpitze, — in Fig. 76 X OBN — dem entſprechenden recht⸗ 
winkligen Dreieck FBN als Innenwinkel angehört. Von den Fuß⸗ 
punkten der Lote NF und NE liegt alfo der eine auf der betreffen- 
den Dreiecksſeite ſelbſt, der andere aber auf deren Verlängerung. 

Wendet man nun auf die richtiggezeichnete Figur, alſo auf Fig. 76, 
dasſelbe Schlußverfahren an, wie vorher auf die unrichtigen Figuren, 
ſo erhält man zwar ebenſo wie zuvor: 

CE = OF 
und AE = BF, 
aber der Unterſchied beſteht darin, daß ſich die eine Dreiecksſeite, CA, 
als Differenz dieſer Strecken CE und AE, die andere Dreiecksſeite, 
CB, dagegen als Summe der entſprechenden Stücke (CF und FB) 

darſtellt. Wie zuvor, würden wir alſo jetzt die Gleichung haben: 
ö CF+BF=CE+AH, 
aber hieraus folgt nicht: CB = CA, ſondern vielmehr: 
B= CAT 2 AE. 
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Unſere Gleichung beſagt alſo, daß die beiden Dreiecksſeiten CB und 
CA ungleich find und die größere von ihnen, OB, um das doppelte 
Stück von A E länger ift als die kleinere, CA. A D 


X. Der Fehler liegt darin, daß, 
„ H 


legt, wie in Fig. 66, die jo entſtehende Linie ABC 
(ſ. Fig. 77) keine gerade, ſondern eine gebrochene 
Linie iſt, die in B einen Knick hat. Wäre die 
Linie nämlich gerade, ſo müßte die Proportion 
beſtehen: 


AD: BE = DC: EC 
. 5:3 = 13:8, 


mit den Stücken I und IV, ift es mit II und III. 
Die Fig. 66 iſt alſo abſichtlich falſch gezeichnet. 
Legt man die 4 Stücke I, II, III, IV in richti⸗ 
ger Wiedergabe aneinander, ſo entſteht vielmehr 
die Fig. 77, die im Innern eine Lücke, das lang⸗ 
geſtreckte Parallelogramm KBC F, aufweiſt. Der 


Flächeninhalt dieſes iſt gerade gleich dem eines — 
der 64 Feldquadrate; es iſt dies das 65. Feld, das p OR 
wir in unſere falſche Zeichnung (Fig. 66) unmerklich einſchmuggelten, in- 
dem wir dieſe in Wirklichkeit beſtehende „Lücke“ verwiſchten. 4 B 


Ahnlich ſteht es mit Fig. 67. Die lange ſchräge Linie 
dort würde bei richtiger Zeichnung an zwei Stellen einen 
Knick haben. Der in Fig. 67 mit III bezeichnete Gebiets⸗ 
teil hat bei richtiger Zeichnung nämlich das Ausſehen von 
ABD unſerer Fig. 78, und zwar ift ADC eine gez 
brochene Linie. Daß ADC nicht gerade fein kann, zeigt 
die Unrichtigkeit der Proportion 3:2 = 8:5. Die gerade 
Verbindungslinie von A und C liegt außerhalb des Bier- 
ecks AD CB, und nicht dieſes, ſondern das Dreieck ACB 
iſt kongruent dem Stück III der Fig. 65. Wenn wir 
alſo das Viereck ABCD fälſchlich für das Dreieck ABC 
Teten, laſſen wir das Dreieck ADC verſchwinden, und 
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zwar wird dieſe Unterſchlagung in Fig. 67 zweimal begangen. Die 
beiden ſo forteskamotierten Dreiecke haben zuſammen den Flächen⸗ 
inhalt des 64. Feldquadrats, das beim Übergang von Fig. 65 zu 
Fig. 67 verſchwindet. 


XI. Der Trugſchluß kommt dadurch zuſtande, daß — —1 
geſetzt wird. Freilich iſt im allgemeinen — = — 1, 


jedoch gilt dies nur fo lange, als X — 2 von O verſchieden ift. Iſt 
aber x — z 0, alfo auch 2 X 0, fo ift unſer Ausdruck Fe. 


Xx — 2 0 
alſo unbeſtimmt (über das Dividieren reſp. „Heben“ durch Null vgl. 
oben unter I und II). Dieſer beſondere Fall liegt nun aber hier vor, 

3 7 7 . » . 2 X 
we ſich leicht ergibt: Es war die Proportion ee herge⸗ 
leitet; aus ihr folgt yz ＋ z? xX ＋ xy oder * — 2 ＋ y- V2 = 0 
oder (X ＋2) ( 2) Ty (K z) O oder (X z) (3 +y +2)=0. 
Dieſe letzte Gleichung verlangt, daß ein Produkt von zwei Faktoren 
— einerſeits (X — z), andererſeits (x + y +2) — Null wird. Dann 
muß einer der Faktoren den Wert O haben und, da X Ty ＋2, die 
1 AC unſerer Figur, nicht gleich Null ift, jo muß eben x — z = 0 
ein 

XII. Der Trugſchluß beruht natürlich darauf, daß nur der große 
Kreis abrollt und nicht der kleine. Rollte der kleine Kreis auf der 
Geraden CD ab, jo würde er eine volle Umdrehung erheblich früher 
als jetzt, alfo vor der Stellung D, beendet haben.!) 

XIII. Weil A, C, B, D vier harmoniſche Punkte ſind, iſt = = 1 
Da nun AD>AC, fo ift BD>BC; F, die Mitte von CD, muß 
alſo rechts von B, d. h. außerhalb des Kreiſes, liegen, und nur unſere 
unrichtige Zeichnung ermöglichte den Trugſchluß. 

V. Nehmen wir, um bequeme Verhältniſſe zu haben, an, daß 
die Schildkröte und Achilles ſich, wie es ſchon in Fig. 71 gezeichnet 


1) Die Bahnkurve, die ein beſtimmter Punkt des Scheibenumfangs bei 
unſerer Bewegung macht. iſt übrigens eine ſogenannte „gemeine Zykloide“, 
und zwar iſt die Wegſtrecke, die dieſer Scheibenpunkt von A bis B zurück⸗ 
legt, gleich dem vierfachen Scheibendurchmeſſer. Die Bahnkurve eines be⸗ 
ſtimmten Punktes der Peripherie des kleinen Kreiſes iſt eine ſogenannte 
„verkürzte Zykloide“. 


120 Aufdeckung der Trugſchlüſſe 


war, in gerader Linie bewegen, und zwar Achilles mit einer Ge⸗ 
ſchwindigkeit von 100 m = 1 hm (Hektometer). in der Minute, die 
Schildkröte dagegen mit einer Geſchwindigkeit, die nur ¼10 von jener, 
aljo 10 m = 1 dkm (Defameter) pro Minute beträgt. Der anfängliche 
Vorſprung der Schildkröte ſei 100 m. Alsdann gelangt Achilles be⸗ 
reits nach 1 Minute an den anfänglichen Standpunkt S der Schild⸗ 
kröte; dieſe ift inzwiſchen um 1 dkm, bis 87, weiter gekrochen, und 
Achilles braucht / Minute, um auch nach dort zu gelangen. In⸗ 
zwiſchen ift die Schildkröte jedoch um 1 m weiter gekrochen bis S, 
und Achilles braucht Yoo Minute, um nach dort zu kommen. In dieſer 
Zeit iſt die Schildkröte um 1 dem weiter gekrochen bis 83, wofür 
Achilles dann 1000 Minute gebrauchen würde, und fo weiter. Die 
ganze Zeitſpanne, auf die fih das Raiſonnement Benos bezieht, umfaßt 
alfo insgeſamt 1 Minute + ½ Minute + tioo Minute + t1000 Minute 
+ 1/10000 Minute und fo weiter. Innerhalb dieſer Zeitſpanne ift Zenos 
Behauptung, daß Achilles die Schildkröte nicht einhole, unzweifelhaft 
richtig. Welches iſt nun aber die Größe dieſer Zeitſpanne? Die Reihe 
der Zeitelemente lautet, ein wenig anders geſchrieben, fo: 1 ＋ 0,1 
+ 0,01 + 0,001 + 0,0001 +... Minuten oder 1,1111... Minuten, 
und nach bekannten Sätzen über die periodiſchen Dezimalbrüche ſind 
dies 1½ Minuten. Die ganze Zeitſpanne, auf die ſich Zenos Raiſonne⸗ 
ment erſtreckt, umfaßt alſo nur 1½ Minuten: Innerhalb dieſer Zeit 
holt Achilles die Schildkröte nicht ein, jedoch wird im Laufe dieſer 
Zeit der Abſtand zwiſchen beiden kleiner und kleiner, und am Ende 
dieſer Zeitſpanne iſt der Abſtand ſo klein, daß er kleiner iſt als jede 
noch ſo kleine Größe. Denn der Wert unſerer unendlichen Reihe der 
Zeitgrößen: 1 ½ Minute, ſchließt auch die entfernteſten, noch fo kleinen 
Zeitelemente der Reihe mit ein. Ein Abſtand nun, der kleiner iſt als 
jede noch ſo kleine Größe, iſt aber offenbar geradezu Null, d. h. nach 
1½ Minuten hat Achilles die Schildkröte eingeholt und würde nun, 
wenn beide ſich mit ihren bisherigen Geſchwindigkeiten weiter bewegen, 
im nächſten kleinſten Zeitelement vorankommen !). 

XV. Die Schlußweiſe von B ift fehlerhaft; dagegen hat A Recht: 


1) Ariſtoteles ſuchte das Sophisma Zenons dadurch zu entkräften, daß 
er bemerkte, die Linie als Kontinuum dürfe nicht mit der Geſamtheit ihrer 
Punkte identifiziert werden; denn bei dieſer Auffaſſung würden alle end⸗ 
lichen Linien, weil ſie gleich viele, nämlich unendlich viele Punkte enthalten, 
unter ſich gleich lang ſein. 
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E3 Find, wenn wir dies ausführlich angeben, folgende verſchiedene 
Bilder nach einem Wurf der drei Münzen möglich (k ae 
w Wappenſeite): 

1) kkk 3)kwk 5) wkk 7) Prl 

2) kkw 4) kww 6) wkw 8) www 
Bon dieſen acht Fällen find nur zwei günſtig: der erſte und der letzte; 
die Wahrſcheinlichkeit für das Eintreten des erwarteten Ergebniſſes 


beträgt alſo: d = ＋ — Das Schlußverfahren des B nimmt an, daß 


die ungünſtigen Fälle nur ebenſo zahlreich ſind wie die günſtigen, und 
überſieht dabei folgendes: Daß beiſpielsweiſe zwei Münzen k zeigen, 
die dritte aber w, kommt nicht bloß in einem Falle vor, ſondern in 
dreien, nämlich in Fall 2, 3, 5 der obigen Zuſammenſtellung, indem 
nämlich das w entweder auf der dritten oder aber auf der zweiten 
oder ſchließlich auf der erſten Münze erſcheint. Ganz entſprechend iſt 
es mit der Kombination, die aus zwei w und einem k beſteht (Fall 
4, 6, 7). Im Gegenſatz dazu kann der günſtige Fall Kk k nur auf 
einerlei Art zuſtande kommen, und dasſelbe gilt für den anderen 
günſtigen Fall, nämlich www. Die ungünſtigen Fälle ſind alſo drei⸗ 
mal ſo häufig wie die günſtigen. 

Galton machte übrigens auch einen praktiſchen Verſuch und benutzte 
hierfür drei Würfel, wobei er feſtſetzte: Die geraden Würfelzahlen be⸗ 
deuten „Kopf“, die ungeraden „Wappen“. Er tat nun mit den drei 
Würfeln 120 Würfe; der Fall, daß alle drei Würfel gerade Zahlen 
oder aber alle drei ungerade Zahlen aufwieſen, trat dabei 28 mal 
ein. Der theoretiſch zu erwartende Wert wäre 30. 


U ̃⅛—p: 
Mathematische Unterhaltungen. 


Mathemat. Unterhaltungen u. Spiele. Von Dr. W. Ahrens in Rostock. 
In 2 Bänden. 2., verb. Aufl. gr. S. I. Bd. Mit 200Fig. [IV u.400S.] 1910. Geb. 
M. 7.50. II. Bd. Mit 128 Fig. [VI u. 455 S.] 1918. Geh. M. er Be un 

ie Darstell ist so gehalten, daB auch der Nichtmathematiker die allgemeinen 
— — über e Aufgaben und Spiele verstehen und aus dem Buche nicht 
nur die ihnen zugrunde liegenden Kegeln selbst entnehmen, sondern anch in ihre Theorie 
eindringen kann. Der Mathematiker findet in ihm eine wissenschattliche Begründung der 
Probleme, die in historischer Entwicklung und unter Berücksichtigung der vorhandenen 
Literatur auch zu den allgemein wissenschaftlichen Problemen in Beziehung gebracht sind. 


Scherz und Ernst in der Mathematik. Von Dr. W. Ahrens. 2. Aufl. 


ca. 520 S.] gr. 8. (Unter der Presse 1919.) 

Das Buch bietet eine unerschöpfliche Fülle von geflügelten und ungeflügelten Worten 
aus dem Munde der bedeutenderen Mathematiker, Astronomen und Physiker, die auf ihre 
Gewohnheiten, Anschauungen, wissenschaftlichen Bestrebungen ein helles Licht werfen. 
Mathematiker-Anekdoten. Von Dr. W. Ahrens. Mit 9 Bildnissen. [IV 
u. 56 S.) 8. (MPhB 18.) Steif geh. M. 1.— 

Das Büchlein bietet seinen Lesern eine Reihe interessanter oder amüsanter Vorfälle aus 
dem Leben hervorragender Mathematiker. 

Riesen und Zwerge im Zahlenreich. Plaudereien für kleine und 
große Freunde der Rechenkunst. Von Oberrealschuldir. Dr. W. Liezzrnann 
m Jena. Mit 18 Fig. [IV u. 56 S.] 8. 1916. (MPhB 25.) Steif geh. M. 1.— 

„Ob es sich ums Zählen und um Zahlsysteme, um astronomische, physikalische oder prak- 
tische Fragen handelt, ob von Schach, Kriegsentschädigung, Molekülen, Geschoßphotographien, 
Spaltpilzen usw. die Rede ist, immer herrscht eine federnde Leichtigkeit in der Darlegung 
wie im Stil“ `. (Frankfurter Zeitung.) 
Wo steckt der Fehler? Von Oberrealschuldir. Dr. W. Lietsmann in 
Jena und weil. Mag. scient. V. Trier in Kopenhagen. 2. Auf. Mit 2ọ Fig. 
[IV u. 57 S.] 8. 1913. (MPhB 10.) Steif geh. M. 1.— 

„Ein famoses kleines Büchlein voll mathematischer Schnurren und Trugschlüsse, an denen 
man Mathematik und Logik lernen kann.“ Prometheus.) 
Geheimnisse der Rechenkünstler. Von Oberrealschulprofessor Dr. PA. 
Männchen in Gießen. 2. Aufl. IV u. 48 S.] 8. 1913. (MPhB 13.) Steif geh. M. 1.— 

„Die verblüffend schnellen Lösungen von scheinbar schwierigen Beispielen erklärt Verf. 
so leicht faßlich, daß es selbst ohne besondere Vorkenntnisse möglich ist, solche Beispiele 
selbst schnell zu lösen.“ (Österreichische Handelsschulzeitung.) 
Anfertigung mathematischer Modelle. Von Oberlehrer Dr. X. Giebel 
Zeitz. Mit42Fig.u. 3 phot.Taf. IVu. 52 S] 8. 1915. (MPhB 16.) Steifgeh.M.ı.— 

„Dieses kleine „mathematische Praktikum“ dürfte den Schülern manche Freude bereiten- 

‚er auch für Mathematiker der pädagogischen Seminare kann es wegen seines technisch- 

tischen Teiles empfohlen werden.“ (Die höh. Mädchenschulen.) 

as chinesisch-japanische Go-Spiel. Eine systematische Darstellung 
-nd Anleitung zum Spielen desselben von Hofrat Dr. Z. von Pfaundler, 
Prof. an der Universität Graz. Mit zahlreichen erklärenden Abbildungen. 
[VI u. 74 S.] 8. 1908. Geb. M. 3.— 


„Es dürfte kaum eine geeignetere Einführung in dieses geistreiche Spiel möglich sein.“ 
(Literarisches Zentralblatt für Deutschland.) 


Auf sämtliche Preise Teuerungszuschläge des Verlages und der Buchhandlungen 


2 T EEE =, 
Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin 


KK—L—. ̃—..—.v. ..... —————— — 


Über das Wesen der Mathematik. Von Geh. Hofrat Dr. A. Voss, Prof. 


a.d. Univ. München. 2., verm. Aufl. VI u. 123 S.] gr. 8. 1913. Steif geh. M. 4.— 


In dieser kleinen Schrift ist der Versuch gemacht. an der Hand der historischen Entwick- 
lung der Mathematik ihr Wesen in einer auch dem nicht speziell mathematisch Gebildeten 
zugänglichen Form zu schildern. 


Über die mathematische Erkenntnis. Von Geh. Hofrat Dr. A. Voss, 
Prof. an der Universität München, [VI u. 148 S.] Lex.-8. 1914. Geh. M. 5.— 


Die Beziehungen der Mathematik zur Kultur der Gegenwart. 
Von Geh. Hofrat Dr. A. Voss, Prof. an der Universität München. In einem 
Bande mit Die Verbreitung mathem. Wissens u. mathem. Auffassung. 
Von Dr. H. E. Timerding, Prof. an der Techn. Hochschule Braunschweig. 
[VI u. 161 S.] Lex.-&. 1914. Geh. M. 6.—. (KdG III, I Nr. ı u. 2.) 


Die drei genannten Schriften aus der „Kultur der Gegenwart“ ergänzen einander: in der 

ersten hebt Voss die hauptsächlichsten erkenntnis-theoretischen Gesichtspunkte hervor, unter 
denen sich die Frage nach dem Wesen der mathematischen Erkenntnis betrachten läßt, wäh- 
rend die zweite Abhandlung die Beziehungen der Mathematik zur technischen und wissen- 
schaftlichen Kultur untersucht. Die Schrift Timerdings entwirft ein knappes Bild der Entwick- 
lung der mathematischen Kenntnisse, der heutigen Formen des mathematischen Unterrichts 
and seiner Zukunftshoffnungen. 
Geschichte des Problems von der Quadratur des Zirkels von 
den ältesten Zeiten bis auf unsere Tage. Mit vier Abhandlungen fin deut- 
scher Übersetzung) über die Kreismessung von Archimedes, Huygens, 
Lambert, Legendre. Von Dr. F. Rudio, Prof. am Polytechnikum Zürich. Mit 
21 Fig. [VIII u. 166 S.] gr. 8. 1892. Geh. M. 4.—, geb. M. 4.80. 


Die Quadratur des Kreises. Von Gymn.-Prof. Æ. Beutel in Stuttgart. 
Mit 15 Fig. [IV u. 75 S.] 8. 1913. (MPhB 12.) Steif geh. M. 1.— 


Gredenktagebuch für Mathematiker. Von Prof. Dr. F. Müllerin Dresden. 
3. Aufl. Mit einem Bildnis des Verf. [IV u. 121 S.] gr. 8. 1912. Steif geh. M. 2.— 


Führer durch die mathematische Literatur mit besonderer Berück- 
sichtigung der historisch wichtigen Schriften. Von Prof. Dr. F. Müller in 
Dresden. [X u. 252 S.] gr. 8. 1909. Geh. M. 7.—, geb. M. 8.— 


Bildnisse bedeutender Mathematiker. 

G. H. Abel (M. .J. Gustav Bauer (M. r-). E. Beltrami (M.te). M. Cantor (M. 1.60). 
m. Casbpary (M.r.-). A. Clebsci: (M. x. 50). L. Cremona (M. x60). Leonkardus Euler (M. x.-). 
E. Fuchs (M. .). C. F. Gauss (M. z.). H. Graßmann (M. .-). W. R. Hamilton (M. 1.60). 
Z. C. J. Hofmann (M. t.-). C. C. F. Jacobi (M. 1.20). E. de Jonquières (M. x.). Lord Kelvin 
ML 2.-) Z. Kronecker (M. 2.-). P. G. Fait (M. 2.-). Franz Neumann (M. .-). Ernst Schröder 
NMI. 2.-). O. Schlömzich(M.1.60). F. Tannery M. 2.-). P. L. Tschebyschef (M. 1.60). E. Weber (M. 1.-). 
Taschenbuch für Mathematiker und Physiker. Unter Mitwirkung - 
zamhafter Fachgenossen herausg. von Hofrat Dr. F. Auerbach, Prof. in Jena, 
md Dr. R. Rothe, Prof. in Berlin. I. Jahrg. 1909. Mit Bildnis Lord Kelvins. 
XLIV u. 450 S., unbedruckt 12 S.] 3. Geb. M. 6.— II. Jahrg. 1911. Mit Bildnis 
J. Minkowskis. [IX u. 567 S.] 8. Geb. M. 7.— III. Jahrg. 1913. Mit Bildnis 
. Kohlrauschs. [X u. 463 S.] 8. Geb. M. 6.— IV. Jahrg. [In Vorb.] 


Auf sämtliche Preise Teuerungszuschläge des Verlages und der Buchhandlungen 


Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin 


Phßſit und Kulturentwicklung 


durch techniſche und wiſſenſchaftliche Erweiterung 
der menſchlichen Naturanlagen 


Von Geh. Hofrat Prof. Dr. Otto Wiener 
Mit 72 Abb. Geh. M. 4.30, geb. M. 5.50 


Der bekannte Leipziger Phöſiker zeigt in intereſſanter Weiſe, wie durch 
Erweiterung der Sinne mit Hilfe von Apparaten, der Geiſtesanlagen durch 
das künſtliche Gedächtnis, die Bücher, und durch abkürzende wiſſenſchaftliche 
Verfahren, und der Gliedmaßen durch Werkzeuge und Maſchinen die Mannig⸗ 
faltigkeit und der Freiheitsumfang der menſchlichen Betätigungen vergrößert 
wird. Das Werk gibt eine bisher noch nicht vorhandene knappe Darſtellung 
der Leiſtungen der Naturwiſſenſchaft und Technik. 


Aus eigener Kraft 
Bilder von deutſcher Technik und Arbeit 
für die reifere Jugend 
Von Diplom⸗Ingenieur C. Weihe 
Mit 20 Abbildungen auf Jo Tafeln. Kart. M. 3.60, geb. M. 4.60 N 


Der durch ſeine literariſchen Arbeiten in Kreiſen der Technik und In⸗ 
duſtrie wohlbekannte Verfaſſer gibt in dem vorliegenden Buche im Rahmen 
einer ſpannenden Erzählung der deutſchen Jugend eine Schilderung wirklicher 
Technik wie ſie bisher noch nicht vorhanden. An Hand von Erlebniſſen und 
Eindrücken, die der Verfaſſer durch Kenntnis von Werken unſerer Grof- 

induſtrie geſammelt hat, zeigt er in Wort und Bild, wie die deutſche Technik 
„aus eigener Kraft“ auf den verſchiedenſten Gebieten vierjähriges Ausharren 
ermöglicht hat, und wie ſie die Wurzel iſt, aus der die eee 
unſeres Wirtſchaftslebens entſtehen muß. 

Auf ſämtliche Preije Teuerungszuſchlãäge des Verlages und der Buchhandlungen 


Verlag von B. G. Teubner in Seipzig und Berlin 


Aus Natur und E Seiiteswelt 


Sammlung wiſſenſchaftlich⸗gemeinverſtändlicher 
Darſtellungen aus allen Gebieten des Willens 


Jeder Band ift 
einzeln käuflich 


Geheftet M. 1.20,“ 
— M. 1.800 


nette der r bisherer ofen Bände Innerhalb Fe kies e 
Werke, die mehrere Bände umfaſſen, auch in einem Band gebunden erhältlich 


I. Religion, Philoſophie und Pſpchologie. 


ametit, Von Prof. Dr. R. Hamann. 
Tuff. (Bd. 345.) 
= Einſäbrung in bie Geſchichte der A. 
Von Dr 9 Nohl. (Bd. 602.) 
Aſtrologie ſiehe Sternglaube. 
Ban u. Ziele d. Menſchenlebens. Von 
Prof Dr. J. Unold. 4. Aufl. (Bd 12.) 
Sergſon, Henri, 
Melia. Von Pfarrer Dr E. Ott (Bd. 480.) 
Berkeley ſiehe un Berkeley, Hume. 
a 1 u. Lehre d. Buddha. Von 
Prof. F Bilder 3. Aufl., durch⸗ 
gel. 7 05 ‘Broi. Dr. H. Süders. 1985 
1 Titelbild u. 1 Taf. a 
Calvin. 5 ann. Von Pfarrer Dr G. x 2 
deur. Mit 1 Bildnis. 2. Taf. (85. 247.) 
Ehriitentum. Aus der Werdezeit des Chr. 
B. Prof. Dr. J Geffcken. 2. A. (Bd. 54.) 


— Vom Ursriftentum i Katholizismus. Locke, Berkeley, Hume. 


V. Prof Dr H. Frhr. v. Soden. (690. 
— Ehriſtentum und Welkgeſchichte jeit der 
Tan Von Prof. D. Dr. 
Sell 2 Bde Bd 297. 298.) 
— Hehe Jeſus. Myſtik im it b um 
Ethlk. Grundzüge der E. Mit bef Berück⸗ 
ſichtigung der rädagog. Probleme. 8925 
E. Wentſcher. (Bd. 39 7.) 
— fa Aufg u. Ziele. Serualethik, Sittl. 
Le bensanſchauungen. Willensfreiheit. 
Freimaurerei. Die. Eine Einführung in ihre 
Anſchauungswelt u. ur Geſchichte. Von 
Geh. Rat Dr L. Keller. 2. Aufl. von 
Geh. Archivrat Dr. G Schuſte r. 463.) 
Griechiſche Religion ſiehe Religion. 


— 


Handichriftenbeurteilung. Die. Eine Çin- 
führung in die P ae d. Sone 
Von Prof Schneid emigi 


T 
Mit 51 biaren nonb T. u. 
1 Taf. 2. durchgeſ. u. erw. Aufl. Gd. 514.) 

Heidentum Aiehe Myſtik. 

Helleniſtiſche Religion ſiehe Religion. 

Herbarts Lehren und bor. en Paſtor 
O. Flügel. 2. Aufl. Mit 1 Bildnis 
Herbarts. (Bd. 164.) 

Hume ſiehe Locke, Berkeley, Hume. 

Oypnotismus und Suggeſtion. Von Dr. 
E. Trömner. 3. Aufl. (Bd. 199.) 


der Philoſoph moderner | 


Jeſuiten, Die. Eine hiſtor. Skizze. Von 
Prof. Dr. H. B oe bm er. 4. Aufl. (Bd. 49.) 
Jejus. Wahrheit und Dichtung im Leben 
A Von Kirchenrat Pfarrer D. 
Mehlhorn. 2. Aafl. (85. 137.) 
— Die Gleichniſſe Jeſu. Zugleich An⸗ 
leitung zum auellenmäßigen Verſtänd⸗ 
nis der vooroor, Von Brol. 55 Dr, 
H. Weinel. 46.) 
u cm Hier: I fiehe Relisfon. 
aut. Immanuel. Derüeliung und Wür⸗ 


biauna, 5 9 1 ;. = ee 
ufl. hrsg. T 
Mit 1 Bildnis Sants. P (8d. V5. 146.) 


Krim e ie E Büpchologle b. 
riminalsſuchslogie h s 
brechers, aßen Ae . 
Lebensanſchauungen f. guatis L. . 
ie große l. 
u. * Oberlehrer Dr. Ex 8 m 


Bd. 4 
Logik. Grundriß d. L. Von hi es 
Grau (Bd. 637.) 
Luther. Martin g. u. a Beutige ‚der 
mation. Bon Prof. W. Köhle 
2. Aufl. Mit 1 Bildnis a (Bd. 5415. 
Hauch Von L zu Bismarck Abt. 
ehanit d. Geifiesiebeng, Die, s Geh. 
Medizinalrat Direktor Prof. 
Berwor n. 4. Aufl. Mit Fig. . 200.) 
Miffien, Die evangeliſche. Geſchichte. Ar⸗ 
beitsweiſe. Heutiger Stand. Paſtor 
S. Baudert. (Bd. 406.) 
Muſtif N u. Chriſtentum V. Br 
Dr. € ehmann. 2. Aufi. V. Ver 
bucchael Aberſetz v. Anna 683 5775 
gE Quittenbaum. Bd. 217.) 
Mot p lnie Germaniſche. an 080 Dr. 
n Negelein. 2. Aufl. (Bd. 95.) 
mc Die 1 S Brid.- 
Dr. J M. Verwepen. (Bd. 491.) 
Baläftina und ſeine Geſchichte. 185 Prof. 
Dr. H. Frh. v. Soden. Mit 
2 8 1 Plan und 6 Anſicht. (Bd. 6.) 
u. ſ. Kultur in 5 Jahrtauſenden. 
Nach d. neueſt Aus rabgn. U. n 
dargeſt. von Prof. P. Tho 
2., neubearb. Aufl. M. 37 Abb. 10260. 
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Paulas. Der Apaoſtel. 775 fein Verf. $ 
Prof Dr. E 8: (Bd. 309) 
BPilsſophie. Die. Einkühr. in d. Wiſſen⸗ 
ſchaft, ihr Weſen u. ihre SER, B. 
Oberrealſchuldir. H. W A 188 
— N in die 3%. Bon Prof. 
Dr. icht 4. Aufl. von Priv. 
Doz. 55 . Brahn. (Od. 155. 
— Hührende Denker. Geſchichtl nien 
in die Bhilolophie- Bon Prof. RA 
Cohn. 3 74 Mit 6 Sildn. 88. 178) 
— Die Phil. d. Gegenm. in Druticland. 
V. Prof Dr. D ülpe. 6. Aufk. (41.) 
— Philofsphi arg Börterbuch. 8 
lehrer Dr. P. Thormener. 


W Von Dr. R. Müller- 


baz Einfägr. i. d. gi V. Prof. D 
E. von After. Mit 4 Abb. ( ID. 492) 
— Bſychologie d. Kindes. V. Broj. Dr. R. 
b 9712 La ers. is 21400 
— Piss erbreßers. (Kriminal- 
5 Giraf anſtaltsdir. Dr. med. P. 
Aufl. M. 5 Diagr. (Bd. 248.) 


Br Bon Bel Dr . R. Brauns- 
bauſen. Mit 17 Abb. i. T. (Bd. 484.) 
— f. auch Handſchriftenbeurteilg., Hypno⸗ 
tis mus u. Sugg., Me anit ò. jeiitesieb., 
Poetit, Seele d. Menſchen, Beranfag. u. 
Bererb., a: Pädag. Abt. II. 
Reformation fiehe Calvin, Luther. 
Religian. Die Stellung der N. im Seiſtes⸗ 
leben. Von 1 Lic. Dr. P. 
Kalweit. 2 Au (Bd. 225.) 
— Kelig. u. Bhilsfonhie im alten Orient. 
Von Prof. Dr. E. von After. Bd. 521.) 
— Einführung in die allg. A.-Geſchichte. 
Von Prof. B. Dr. K. Beth. (Bd. 658.) 
— Die Religion der Kriegen. Von Prof 
Dr. E. am te r. M. Bilderanh. Bd. 457.) 
— Helleniſtiſch⸗röm. eng Bon 
Hoſpredig. Lie. A. Jacoby. Bd. 594.) 
— Die Grundzüge der Hiraet Rel! sions- 


een 
d. 460.) 


geſchichre. Bon Pro r. Fr. Gieres 
brecht. Aufl. Bon Prof. Dr. A. 
Bertholet. (Bd. 52.) 


— Religion u. Naturwiſſenſch. in Kampf 
u. Frieden. Em geſchichtl. RIEDL Von 
Pfarrer Dr. E Piane mge 5 1715 

— Die relig. Strömungen B DL 
wart. Bon N ae D. A. 
Braaſch. Bd. 66.) 

— f. a. Ber Sate Buba, Galvin Serien 
tum, Luther. 


Ronffean, Bon Prof. Dr. P. Henſel. 
2. Aufl. Mit 1 Bildnis. (Bd. 180.) 
Schopenhauer. Seine Perſönlichk., £ Lehre, 
f. Bedeutg B. QOberrealſchuldir. H. Ri- 
cher t. 3. Aufl. Mit 1 Bildnis. (Bd. SL) 
Seele des Meuſchen, = Von Geh. Nat 
Prof. Dr. J. Rehm te. 4. Aufl. (Bd. 36.1 


— ſiebe auch iyol vaie 
Sernalethik. Bon Prof. =o 112 Tis 
merding. 592} 


Sinne d. Meuſchen. D. Ei und 
gs E protoi Bon oi rear Prof. 

. @rei sis- es berbe 
Aufl. Mit 30 685275 


Sittl. e Pia en 15 E sehe 
Bon Geh. Kirchenrat Kirn. 
3. Aufl. durchgeſ. von Bon Dr. O. 
e Gd. 177. 
— f. a. Ethik, 3 
Spencer, Herbert. Von ch war ze. 
Wit 1 Bildnis. d ki 


Br ul B fan nfuche. 2 5. 485. 

ie und GSterndentung. Die Ge- 
ſchichte u. d. Weſen der Aſtrologie. Unter 
Mitw. von Geh. Rat Prof. Dr. K. 
5 Segel. von Geh. Hofrat 
Dr Dr. Fr. B Mit 1 Sternkarte 
u. 20 Abb. (Bd. 6 


38. 

Sagen f. Hypnotismus. : 
Teſtament, Das Alte, feine Geschichte und 
e Von Prof. Dr. 8.1 9699. 


ſe 
— Senes. Der Tert d. N. T. Ri feiner 
gidar Entwickl. Von Div.-Biarrer 
A. Pott. Mit Taf. 2. Aufl. (Bd. 13.1.) 
Theologie. Einführung in die Theologie. 
Von Paſtor M. Cornils. (Bd. 347.) 
Urchriſtentum ſiehe Chriſtentum. 
Veranlagung u. Vererkung. Seiſti e. B. 
Dr. phil. et med. G. Sommer. (Bd. 512.) 
Be . Griechiſche. Von Trof, 
M. Wundt. 2. Aufl. (Bd. 329.) 
u Dad froi Ti Philojophen 
der Neuzeit. Von Pro L. Buife, 
6. Aufl., hrs 3g. v. Geh. Hofrat Broi. 
R. Fald enberg. 
Weltentſtezung. Entiteh. d u. hs 7 
nach Sage u. Wiſſenſchaſt 8 
M. B. Weinſtein. 2. Aufl. ( 22. 
Brituntergang. Untergang der 205 uud 
der Erde nach Sage und l S: 
Prof. Dr. M. B. Weinitein. (Bd. 470.) 
Willensfreiheit. Das problem m. Bm 
Prof. Dr. G. F. Li 
— ia Ethik, Medan. d.Geibesleb. Bist 


b. 56. 


II. Pädagogik und Bildungsweſen. 


Hochſchulen, Univerfitäten. 
Berufswahl. — u. Arbeitsleiſtung 
z ihren gegenjeitigen Beziehungen. Von 
W. J. Rüttmann. M.7Abb. (Bd. 522.) 


Amerikaniſches Bildungsweſen ſiehe Techn. B e D. deutſche. = 
ro 


icht ⸗ 
lichen 5 Von V Pr. 
Ban Huit, on Prof. Dr. a. 


D 


v 


Jeder Band geheftet N. . 20 Aus Natur und Geiſteswelf Jeder Band gebunden 1.1.58 
Religion u. Philofophie, Pädagogt? u. Bildungsweſen, Sprache, Literatur, Bildende Kunft u. Muf 


e E. zur Arbeit. Bon Frot, Dr. 
ehmann. Bd. 459.) 
— Deutiche E. in Haus m. Schale. Von 
Rektor J. Tews. 3. Aufl. 
— fiche auch Großſtadtpädagogik. 
e Das deutſche. Bon 
Dir Schill ing- (Bd. 256.) 
Brößel, n Bon Dr. Joh. Prü- 
fer. Mit 1 Tafel. 
Sroſtbadtpädagogik. B. Rektor Ik 2 ur 
— fiehe Erzieh., Schulkämpfe b. Gegerm. 
Hendiäriftenbeurteilun Die. Eine Ein- 
führ. in er F gumid: ift. 8 
Prof. Dr ch nei W Mit 
51 Handſchriftennachbild. i. T. u. 1 Taf. 
2., durchgeſ. u. erw. Aufl. (Bd. 514.) 


(Bd. 159.) Roni tan. an Prof. 


e Leben pr. 8 deen. Von Geh. 
Reg.⸗Rat Prof. D atorp. 3. Au 
Mit Bildn. u. 1 riefatimike 8d. b. 250) 

Dr. 
2. Aufl. Mit 1 Bildnis. BD. 180.) 
Schule liche Fortbildungs-, Hilfsſchulweſ., 
Techn. Hoch-. Mädch. -, te 1 
Schulhngien:. mon Per r. 


gerſtein. 3 Fi 80 960 
Säullämpfe der Seamoor Son Rektor 
J. Tews. 2. Aufl. (9b. 111.) 
— ſiehe Erziehung. Großſtadty 
Student, Der 5. . 8 von 1499 bis 
1909. Bon Dr. 


Bruchmüller. 
d. 273. 


B 
e ene Beijar des den 28 St. 


Von Dr. müller. (Bd. 477.) 


Beine Lehren und Leben. Von Paſtor Techn. Hochſchulen in 1 ka. Von 


2. Aufl. Mit 1 Bildnis 
W d. 1 


5 n jin: Vom. Von Rektor D 
Ps 68775 


N Techn. Hochſchulen u. Univ. 
ugendpft 


ügel. 


zer iemann. 
Sehne ſiehe Abt. 
Mädchenſchule. D. höhere, in Deutſchland. 
V. Oberlehrerin M. Martin. (Bd. 65.) 


Punnangtt $ Volks- u. n 
b 5 Von Broj 
37 egler. 4. Aufl. 


— e P. mit bef. Nadi! 
auf die Exzich. durch die Tat. Von Dr. W. 
A. Lan. 3., verb. Aufl. Mit 6 Tert- 
abbildungen. Bd 


tenbeurteilung. 
Vererb. Abt. I. 


cpe: Von Fortbildungsſchullek⸗ — Die amertikaniſche U. V. Prof. P 
(Bd. 434.) 


(Bd. 2244.) 
— f. Erzieh., Großſtadtpäd.. Handſchrif⸗ 
Piychol., Veranlag. u. | 


Geh Reg.-Kai Prof. . Müller. 
M. zahlr. Abb., pa A 2agepl. (190.) 
Univerfität. Aber Univerſitdten 13 Uni⸗ 
l B. Prof Dr. Th. 
ler. Mit 1 Bildu. pump: Lots. (Bd. 5116 


E. D. Perry. Mit 22 Abb. (Bd. 2060 
Materi BA Das deutſche, der Gegen⸗ 
wart. Von Geh. Studienrat Qberreal⸗ 
ſchuldir. Dr. K. Knabe. (Bd. 299.) 
eee Das moderne Von 
Stadtbibl. Dr. G. Fritz. i 260 


Bolis- und Mittelſchule. gE preußiige, 
Entwicklung und Ziele. Ne 
(Bb. 138) 


u. Schulrat Dr A Sach fen 
Zeichenkunſt. Der Beg zur B. n Büch⸗ 
lein für an r g u- Sete Ser 
bildung. Von D an 
Mit 81 Abb. und 1 a 85. 430.) 


III. Sprache, Literatur, Bildende Kunſt und Mufik. 


Architektur ſiehe Baukunſt und Renaif⸗ 
ſancearchitektur. 


tt Von Prof. Dr. R. Hamann 


(Bd. 345. 3 


— fiege auch Poetik u. Abt. I. 


Baukunſt. Deutſche B. im 
Von Gien, Reg.⸗Nat Prof. Dr. A. Mat- 
th ae i. J. Von d. Anf. b. z. Ausgang d. 


roman. Baukunkt. 4. Aufl. Mit 42 Abb. 1 


i. T. u. auf 1 Doppeltafel. II. men! 11. 
„Spätgotik“. 4. Aufl. Mit zahlr. A 


— Deutſche Baukunſt feit d. Mittelalter 
b. 3. Ausg. d. 18. Jahrh. Nenaifiance, 
Barock, Rokoko. Bon Geb. Reg.-Rat. Prof- 
Dr. Matthaei. 2. Aufl. Mit Abb. 
Tafeln. (Bd. 326. 

— Deutſche B. im 19. en Von Geh. 
Res -Rat Prof. Dr. A. M aitbgei Mu 

= 1 auch Renaiſſancearchitektur. 

Beethoven fiebe Handn. 


Mittelalter. Bu ſiehe 


Bildende Kunſt, Bau und Leben der b. K. 

Bon Dir. Prof. Dr. Th. 8755685 
2. Aufl. Mit 44 Abb. (Bd. 68.) 
ſiehe auch Baukunſt, Griech. Kunſt⸗ 
e Kunſt, Maler, Ma- 
lere, Stil E. 


Buch. Wie ein Hh e entſte t ſiehe Abt. VL 
— Í. auch Schrift- u. Buchweſen Abt. IV. 
„Kunst des Altertums, dk. 
fen. Mit 112 Abb 

(Bd. 4540 


Von Dr. Fr. Poul 


(Bd. 2 5 Demio ſiehe Baukunſt, Drama, Frauen⸗ 


di Kung, Heldenſage, Kunſt, Literatur. Ly⸗ 
rit, Maler, Malerei, Berionennamen, Ro» 
mantil, Sprache. Volkslied, 1 

Drama, Da3. Ton Dr. 8. fe. Mit 
3 Abb. 3 Bde. I: Von b. Amte y . franz. 
Klaſſizismus. 2. Aufl., neubearb. von 
Oberl. Dr. Niedlich, Prof. Dr. R. 
Immelmann u. Prof. Dr. Glaſer. 
I: Von Verſgilles bis Beima, II: Von 
der Romantik zur Gegenwart. 

(Bd. 287/289.) 
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. D. 5 2 Jahrg. J. 
Bere bg; rof. D: n 
Fi. 4. Aufl. M. Bildn. Sebbels. (Bd. 51.) 
— ſiehe auch Grillparzer, Hauptmann. 


Hebbel, Ibien, lle 1 Schil⸗ 


ler Se T 
s rof. Dr. R. Wuſt⸗ 
Dürer, Albrecht, $. Brot] Seh. Ren Net 


A 15 Aufl. 
Prof. Dr. Matthaei. en 


u. zahlr. f ee. 
he 
UI e Seſchichte der deutſchen RA 
5 1800. Von Dr. H. Spier o. Mit 
3 Bildniſſen auf 1 1 3 
„ Von Dr I 9760 


te 
Gartenkunst ſiehe nn 
riech. Komödie, Die. b. 9 A585 Brot, 
Spe A. Körte. M. Tired. u. 2 Taf. ( 
Sriechiſche Kunſt. Die Blütezeit der 8 . 
im Spiegel der Reliefſarkophage. Pr. 8. 
inf. i. d. griech. Platik. V. toi. D 2 
Wachtler, 2. A. M. 1 Abb. 272. 
— ſiehe auch Detorative Kunſt. 


die, Die. 1 Prof. Dr. 
S get Ten, Ait 5 Abb. i. zu, 2i a 
T afel. . d. 56 
„Franz. Der Mann u. d. Dert 
eg $ 5 A. eln berg. M. Bild 
Gudrun fiehe ee op: 513) 
r. 
Harmonielehre. Von 5 08d. 5600 
1 Taſteninſtrum. 
9 a V. Prof.Dr. E. Sul 
ger⸗Gebing. Mit 1 Bildn. ae Sa 
u. derm. Auf fl: REN a ee 
+ g: . cn 
g Seeg . e ke 
l, Sriedri on Geh. Hofrat Pr 
Obr. 5. Waktel. B. 1 Bilbn, 2. 4005 
iage, Die germaniſche. Bod Dr. 
A (Bb. 488.) 
— ſiehe auch Volksſage. 
Damen: Dichtung, Die. Von eor 
Dr. G. Finsler. (Bd. 4 
Ib m Ir. 2 Ar SENSE eD Son 
Le. 2. Aufl. 
n 2Bildn. (Bd. 193.) 


m tonismus, Die Ma'er des J. Von 
“Best De 1 5434 wi 82 Hop m 
1 farb. Tafe d. 305.) 


Inſtrumente ſ. Taſteninſtrum., Dee: 
lavier fieke Tafteninſtrumenfe. 
Komödie ſiehe Griech. Komödie. 
kanit. Das a der deutſchen bilden⸗ 
den 1 Geh. Rat Prof. Dr, 
Thode. d. 585.) 
— Deutſche K. im gist Leben dis zum 
Schluſſe d. 18. Jahrh. V. Prof. Dr. B. 
Haendcke. Mit 63 Abb. (Bd. 198.) 
— ſ. a. Baut, Bild., Dekor., PR K.; 
Bompeit, Stile; Gartenk. Abt. VL. 


Kunſtpflege in Haus und Heimat. Von 
Superint. R. Bürkner. 3. SE Mit 
29 Abb. (Bd. 77.) 


— — — 
— —— —ũũ. . — — — — — — 


Erijing. Von Dr. Ch. Saanen Mit 
einem Bildnis. D. 108.) 
Literatur. Entwickl. der Rug L. irit 
Goethes Tod. B. Dr. W. Brecht. 595. 
orif, Geſchichte d. deutſch. L. T- Claudius. 
B. Dr. H. Spiero. 2. Aufl. d. 254.1 
— ſiehe auch Srauenbictung, Eiteratur- 
W ‚gott de : 
sler, Die altdeutſchen, in Süd rſch⸗ 
land. Von H. Nemitz. Mit . 
Text und Bilderanhang. Bd. 464.1 


a. Michelangelo, $ mpreffion 
Malerei. poi deutſche. im 19. Jahrh. Bon 


Pror D: r. R. Hamann. ände’ Tert, 
Balbjeitigen Abb., auch in al 
mentbd. zu M. 7.—. (85.2 TH prası 2 
Prof. Dr. H. Janzen. Mit 
— ſiehe auch Rembrandt. . Bd. gi 
Michelangelo. Eine Einfübrung 
Verſtändnis feiner Werte. B. of. Dr. 
(392.J 
Minneſang. Die Liebe im Liede 
ſchen Mittelalters. Von Pr. J. W. 
(Bd. 404.) 
1 ſiehe Haydn. 
Muſil. Die Grundlagen d. Zonkunft, Ver⸗ 
allg. Muſiklehre. Von Prof. 
Kletſch. 2. Aufl. B 17890 
Kallenberg. Band : Dir 
elementar. Ton verbindungen als Grund“ 
punktil u. Formenlehre. (Bd. 112. 413.) 
— Geichſchte der Mull Bon Dr, 
— ie e e zur älteren 7805 
geſchi 3 Einſtein. (439. 
R. in Deutſchland. Von Dr. E 
ie, 8 


2 Bände mit 57 ganzjeitigen Und 
— Niedertändiſche M. im 17. Sans. Zon 
Märchen ſ. Volksmärchen. 
gu das 
E. Hildebrandt, Mit 44 Mb 
des deut⸗ 
Bruinier. 
ſuch einer entwicklüngs age oſch. Dariteil. d. 
Muſikaliſch 80 Hafiti | 
— ikaliſche Kompoſitionsfor è 
S. G 1: 
lage d. Harmonielehre. Bd. II: Kontra⸗ 
Einſtein. 438.) 
— Muſikal. nr Di eeuc D. a 


Weg ner. 

Von Prof. Dr. 

J. v. Negelein. 17 fl. (Bd. 95.) 

— ſiehe auch Volks ſage, Deutſche 

e d nen > d. Gudrun. Von 
Prof Kör (Bd. 591.) 

Kieberldnbiſche Malerei f. Malerei. 

Novelle ſiehe Roman. 

Oper. Die moderne. Vom Tode Wagners 
bis zum Weltkrieg (1853—1914). Von 
Dr. E, Sitel Mit 3 Bim. (Bb. 495.) 

— ſiehe auch Haydn, Wagner. 

Orcheſter. * nitrumente d. O. BE 
Dr. Fr. Vol bach. M.60 Abb. Sd 84.) 

— Das ee Orcheſter in 17 ous 
wicklung. V. Prof. Dr. Fr. Vol bach. 
Partiturbeiſp. u. Taf. 2. Aufl. (Bd. 308. 

Orgel ſiehe Taſteninſtrumente. 

Perſonennamen, D. deutſch. H. Stu- 
dienrat A. Bähniſch. 2. A. Sa 296.) 
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Verſpektive. Grundzüge der P. nebſt An- Syrache. Die — ba maradna. 
wendungen. Son Prof. Dr. K. Doekle- Sara Von Prof. D. ‚Sin 
mann. Mit 91 Fig. i 11 Abb. (510) | 2. Aufl. 8. Prof. Dr. E. gte ers. 2683 

Phonetik. 3 in d. Ph. Wie mir | — Die deutſche N von heute. Bon 
99 255 Von Dr. E. Rid ter „it Dr. B. Fiiche (Bd. 475.) 

k 354. — Gtr wertknnde. Von Dr. ch 

ebene Die künſtieriſche. 3955 Gni! Richte (Bd. 5 70.) 

„ ihre Probl., ihre Bebeutg. V. Dr. | — ee Eu Phonetik, Rhetorik; ebenjo 
Warſt at. M. 1 Bilderanh. * 410.) Sprache u Stimme Abt. V. 


— f. auch Photo pgrtavhie Abt. VI. Sprachftämme, Die, des Sun: 0.261 a 
Ristif ſ. Griech. unite Michelangelo, | Pros. Dr. F. N. Fin ck. 2.Xuf. ( 
Be: 1 Von Dr. R. Müller⸗Freien⸗ Sprachwiſienſchaft. Von Brol. Dr. 27 


fels. 0 60.) Sandfeld⸗Jenſen. 
Vempeji, Eine helleniſt. Stadt in Ita- Stile. Die Entwicklungs gefch. d. EA in der 
lien. Von Prof. Dr. Fr. v. Dubn. bild. Kunſt. Ven Saeni Dr: F. Cohn⸗ 


3. Aufl. M. 52 Abb. i. T. u. auf 1 Taf. Wiener. 2 Bde 2 Aufl L: B. Al⸗ 
iowie 1 Plan. (Bd. 114.) tertum bis zur Gotik M. 68 Abb. = 
Broieltionsichre, In kurzer leichtfaßli cher on Er Renaiifance bis zur Gegen war 


5 f. Sent. . und Schul⸗ Mit 42 Abb. (83 91722181 
gebrauch. V . chenl. A. Schudeis ken. Taſteninſtrumente. Klavier, Orgel. Dar- 
Mit 208 Fig . S. id | monem, Das eien der Takeninitrue 
Rembrandt, Von Prof, Hub-| mente B. Prof. Dr. O. Bie. (Bd. 325.) 
ring 2. Aufl. Mit 48 255. Br 28 1885 ge Das. Schaufpielhaus u. ⸗kunſt v. 
(Bd. rieh. Alter. bis auf d. Gegenw. V. Prof. 
Menaijicaeearditeftur in Italien. Bor, r. Chr. Gaehde. en LEADS, (Bd. 230.) 
r. P. f 2 Bde. I. 12 Taf. u. Tragsdie 3 J. Griech. Arani ödie. 

27 Ter tabb M. Abb. (Bd. 381 382.) Sb ſiehe A 
Rhetorik. Von Setter Prof. Dr. E. Geiß Volkslied. Das dentiche Über Weſen und 
ler. 2. Bde. 2. Aufl. I. Richtlinien fur . b d. deutſchen 2 . 5. Nufl on 
die Kunſt des Sprechens. II. Teutſche Dr. J W. Bruinier. 5. Auf d. 7.) 


Redekunſt. (Bd. 455 456.) Belts Karen, Das deutſche V. ER 1 T) 
Roman. Der franzöſiſche Roman und die | rer K. Spie g. (Bd. 587. 
Novelle. Ihre ©: ſchichte v. Anf. b. Raitsjane, Die pande Abe 0 bargefi. 
z. Gegenw. Von O. Flake. „Id. 77) D Dr. O. Bö 2. Auf Bd. 262.) 
Born Deutſche. r Geh. Hofrat Prof. — ſiehe auch teen age, ate x 
Dr. F. Walzel. 4. Aufl. I. Die e Das Kunſtwerk Richard W. s. Von 
Weltanschauung. II. De Dichtung. E. Iſtel. M. 1 Bildn. 2. Aufl. (330) 


Bd. 232: 233. j > Fiche auch Mufital. Romantik u Oper. 
Sage ſiehe Heldenſage, Mythol., Volksſage. Zeichenkunſt. Der Beg z. B. Ein Büchlein 
Säiller. Von Prola Dr. Th. Ziegler. für theoretiſche * praktiſche Selbſtbil⸗ 


Mit 1 Bildn. 3. Aufl. (Bd. 74.) dung. Von Dr. E. Weber. 2. Aufl. 
an Dramen. Bon Progymnaſialdie Mit 81 Abb. u. 1 Farbrafel. (85. 430.) 
rektor E. Heuſermann. (Vd 493.) — f. auch Perspektive, Projektionslehre: 


Shakeſpeare und ſeine Zeit. Von Prof. Dr. tr. Zeichnen Abt. 
E. Steder. M. 3 Abb. 2. Aufl. (185.) geitungsweien. B. Dr. O. Dies. Gd. 3284 


IV. Geſchichte, Kulturgeſchichte und Geographie. 


Alpen. Die. Von H. Reis haue r. 2.,neub. Arbeiterbewegung f. Soziale Bewegungen. 
Aufl. von n 18 ne r. Mit 26 Abb. Aukrallen und Neufeeland. Zu 5 
und 2 Kar (85 9276 und Wirtſchaft. Ron Prof 

Ben Das. im Leben der Gegenwart. Schachner. Mit 23 Abb. d 3661 
V. Prod.⸗Schul⸗ u. Geh. Reg.⸗Rat Prof. Babyloniſche Kultur, Dir. i. Verbreit. u. i. 

P. Cauer. 2 Aufl. (Bd. 356.) | Nachwirkungen auf d. Gegenw. B. Prof. 
Pa Geſch. d. Verein. Staaten v. A B. Dr. F. C. Lebmann- Haupt. (86.579) 
Prof. Dr E. Daenell. 2. A. Bd. 147.) 5 V. Dr. V. Tor nius. 
5 Die. V. N. M. Butler 319 3. Aufl. M. 8 Abb. u. 2 Kartenik. (Bd. 542.) 
v. Prof Dr. W. Tas zows ki. (Bd. 319.) — e des deutſchen 
— $ gd Hochſchulen, Univers. $ Bon oana Dr. era hr. er 


Amerikas Abt. II. 2. Aufl. Mit 70 Abb. (Bd. 121.) 
un See ig V. ne 2 Bauernſtand. Gesch. d. dtſch. B. V. Prof. 
Neurath. 2. Aufl. (Bd. 258.) Dr. H. Gerdes. 2., verb. Ten. Mit 
Antites Leben nach den 8 g Papyri. 22 Abb. i. Text Bd. 320.) 


Ge at rei- ‚Belgien. Von Dr. P. Oßwald 3. Aufl. 
Fare Mit 1 Taſel. d 565) Mik 5 Karten. (8d. 501.) 
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Sis marc und feine Zeit. Bon Profeſſor Finnland. Von Letto 8 700.) 
r. B. Balentin. Mit einem Tie! 8 ee ae GAA L ang 


4. durchgeſ. Aufl. (BD. 50 Stum. bf. Dr. 
Böhmen. Von Prof. Dr. N. F. Seins memeS Son = 5. 3745 
(Bd. 701.) — ſiehe auch Napoleon. L 


Brandenburg.⸗preug. Bech. Bon Sul Ar- i Die moderne Ein ger 
Pert Dr. Fr. Jirael 2 Bde. I. S. ſchich licher gberblick. Von Pr. K. HER 
d. erten Anfän maen bai b. 3. „god 5 g Tr. macher. 2. Aufl. 7. J 
Wilhelms L 174 Bon dem Regie- N Deutſch., i. Bendri T Er 
rungsantritt N d. Gr. bis zur | Hunderte Bon Ge. Schulrat Dr. his 
Gegenwart. Bd. 240 41.) Otte. 3. Aufl. 12 Abb. 5 2 
Bulgarien. B. Priv.-Doz. Dr. H. Grothe. Friedrich d. Gr. = F, Pr. 
S1 Tsh. 2 


755 
ri 
28.85% 


(Bd. 597.) te rauf. 2. A. 
Bürger im Mittelalter ſ. Städte. Ing. f Geis. V. Baurat_ Dr.” 
Bozant. Charakterkspfe. Von Dr. Ing. Chr. Nan . Si. 41 Abb. (274) 


K. Dieterich. Mit 2 Bilon. (Bd. a Sesgrapgie der Vorwelt (Pa: c gebgec⸗ 
Calvin. Johann. Bon Pfarrer Dr G. S phie). 21 0 Priv. Doz. Dr. E. D acae: 
beur. Mit 1 Bildnis. 2 Aufl. (Bd. 2 347) Mit 21 Abb d . 619.) 

riſtentum u. Weltgeſchichte feit der Re Seologie ſiehe Abt. V. 

ormaiion. Von Prof. D. Dr. Ra Serman. Deldenfege L Seldenſage. 

(Bd. 2 Ger gtaniſche Kultar in der Ben Aou 

Bibliotheksdir. Prof. Dr. G. 

dau ſe n. 3. Aufl. Mit 13 Abb. Od. B 
Seſchichte, Deutſche, im 13. Jagrh. b. 
Reichseingeit. V. Prof. Dr. R. ann 
mer. 3 Bde. L: Bon 16001949; 
85. 10 f. und Revolution. 3. Aufl. 


722537 
Deufſch liche Bauernhaus, n 
Dorf, Belle, Frauenleben, Geſchichte, 
Handel. Handwerk, Reich. Staat, Städte, 
Berfaſſung. Verfaſſun Lo Volksſtämme. 
893833 Wirrſchaftsleben uſw. 

Deutſchtum im 1 ann dor dem 


Be Bon Prof. Dr. R. Hoeni- : Bon 1848—1862, Die 
2. Aufl. Bd. 402.) Bealtion mis i bie neue Ara. 2. Aufl. 

. 2 1 B. Prof. R. 88.4520 d. 101.) : Bon 1882—1871. 
1 Abb. 192.) | Bund z. heii 2. Aufl. (Bd. 102.) 


. 


Eiszeit, 255 der u: e 
enſch. Von Geh. Pe 1 21 Dr. 
Steinmann. 2. Aufl. M. 24 Ab- 
en 52 302.) 
Entdeckungen, Dae Zeitalter der E. Bon 
rof. Dr. S. G 1 8 5 3. Aufl. 26. 
Weltkarte. 68d. 2 
Erde ſiehe Menſch u 
Erdkunde, an 8 Bde. Mit Abb. 
L Die Erde, ihre Bewegungen u. ibre 
Eigenſchaften (math. Geographie u. 1 
zomrie), Von Admiralitätsrat Prof. 
Kohlſchütter. (Bd. 625.) II. a 
Simoni ber Erde Bed 
5 eaie). Von Prof. O. Baſchin. 
b07 8. Geomorbgologie. Von 


Sriechenkum. Tas G. in feiner ge didis 
lihen a gen Bon Prof. Dr. Ra 
d. Scala. Mit 46 Abb. (Bd. 471.1 

Sriechiſche Städte. Kulturbilder aus gr. 
St. Bon Profeſſor Dr. E. Zie bar f hz. 
2 A. M. 23 Abb. u. 2 Tafeln. (Bd. 131.) 

Handel. Geſchiche D W Von 
S en altal- Bir. Dr r. M. G. coui wir 


Bd. 118.) 

— SEeſchichte des deutſchen N 110 
d. Ausgang des Mittelalters. Von Dir. 
e Kr d. 23 
dand werk, Das deutſche, in a Par 
Be nn Von Geh. Ghulrat 
D 4. Aufl. Mit 33 Lh . anf 


F. Madat 827.) Bd. 14.) 
r ie le des Si hmalfers. — ſiehe auch Dekorative Kunſt Abt. III. 
Bar Prof. EM dattier | 623.) Haus. . e in Haus u. Heimat. V. 


V. Die Meere. Bon Prof. Dr. £ 9 
8d. a VL Die Verbreitung der 
flan Bon Dr. Brodm Br 
ech. (b. 630.) gl Die Berbreitg. 
Tiere. 8. Dr. W. 2 (Bd. 515 
VII. Die Verbreitg d. Menſchen auf d. 
Erdoberfläche (Anthropogeographie). B. 
Prof. Dr. N. Krebs. (Bd. 632.) 
Sarona, N ann E. ce SH Brot Dr 


3 Von Dr. 1/512 

brieni. M. Abb. u. Taf. 2. Aufl. (35 0.) 
N Große. Von est Š 
Seite, Dentſche, u. Bollsbräude. B. Priv.. 
Doz. Dr. E. F e br Ie. M.30 Abb. Bb518) 


Superint. R. Bürkner. 3. Aufl. Mit 
Abb. (d. 


77.) 
— ſiehe auch Bauernhaus, Bon f 
Oeldenſage, Die germaniide. Sen Dr. 
e tete BET 
Hellenift.e-zöm. Religions geſchi te 
Samer. Die, i. d. e V. Beust 
Dr. K. Rathgen. Aufl. (Bd. 72.) 
Sefuit en, Die. Eine bit. 48 f Von Prof. 
. Denen d 4. Aufl. (Bd. 49.) 
ic Bon Prof. Dr. Sten Fon ow. 
1d. 614} 
e Von Dir. 085.5941 
Aga 
Interngtisnale geben. Das, 1 Sroa, 
Bon Dr. h. c. A. H. Fried. M. 1 226 2265 
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Island, d. Land u. d. 1 B. >= r. B. Nuttslsgie f. Abt. L 
Berrman n. M. 9 461.) Napolesn J. don Prof. Dr. Th. Bitter- 
Kaiſertum und 7 eng Von roi. Dr. | aui 3. Aufl. Mit i Bildn. 3b. 195.) 
A. Hofmeiſter. 85.575.) | Rationalbemußt fein] fieke Volk. 
Sartenfunde. Bermelfungs- u. K. 8 Bde. Batur u. meaig. i 
Mit Abb. I. Geogr. Orts beſtti mmng, Brof. Dr. M 8. SK M. 19 Abb. 
Son Prof. Schmauder. Bd. 696.) 8b. 458.) 
II. . Von Prof Dr. O. = Naturvölker. Die giti e Rultur der 
gert. (85.607) II. Sardmeitung. Von B. Prof Dr. K reup 25 9 2 
Sieuerrat Suck o w. Bd. 608.) IV. Aus- | — f. g. Belzer kunde allg. IZ. 432. 
Le i e Bon Geh. en |Nenaricheniaun. Bon Prof. Dr. 685.8433 
Dr. E. Hegemann. d tenber 13. 
V. EL. und ey 47 1. Auſtralien. 
er. Von Diplom⸗Ing Orient ſ. Indien, Paläſting, Türkei. 
Einen (85.610) VL Kar ebene, on Oſterreich. 2.3 innere Bei eg son 1848 
m Dr.-Ing. M. Egerer. I. Ein- bis 1895. B. R. Sharma. 3., veränd. 


führ. i. d. Kartenverſtändnis. 2. Karren- | (Aufl. I Die Vorcherrſchaft der Teuiſchen. 
e (Sandesaufn.). (Bd. 611.6 12.) II. Der Kampf der Nationen. 651 552.) 
Lirdr f. Staat u. K. — Geſchichte der auswärtigen Volitif &.3 
Kolonialgeſchichte. Allgemeine, Bon Prof. im 19. Jahrhundert. B S. N. C Char maß. 


Pro 
Dr. F. Keutgen. 2 Bde. Bd. 545,46. 2.,veränd. Yu i L Bis zum m Sturze Met- 
Rn Die dentſchen. (eb = 8 ternichs. I. 1848—1895. (65 83 3654.) 


n Dr. A. Heil bern. 3. Aufl. Mit — Qſterreich⸗ innere m. Außere Pol iki non 
28. Abb. u. 8 Karten. 5. 959 1595—1914. B. R. Charmatz. 1555.) 
Königs tum. Franzöſiſches. Von Prof Dr. | Oitmart J. Abt. VL 
. Shwemer (Bd 574.) Oßſeegebiet, Das. B. Prof. Dr. G. Braun. 
Krieg und Sieg. Eine kurze Darſtellung M. 21 Abh. u. 1 mebrf. Karte. (Bd. 367.) 
der od. Qriegstunit. Bon Maior a D. —. J. auch Baltiſche Provinzen, Finnland. 
S-Ş 75 Endres. (Bd. 519.) . und ſeine Seasin Bon 
en D d. Krieges. Ron Prof. Prof. Dr. H. Erh. von Sede n. 3. Aufl. 
Toe K. Beule, Geh. Hofrat Bref. Dr. | Mit 2 Karten. 1 Plan u. 6 Anf. Vd. 4. 
E. Bethe, kii Dr. B. See hr — B. u. f. Kultur in 5 Ingrlünfenben. 
ler, Prof. Dr. A. Doren, Brot. Nach d. neueſt. Prof. Dre. 5 u. 1 
V. „ (38 sen dargeſt. von Se mien. 
— der Eu 8 rige Krieg. 85 5 Dr. | 2. neubearb. A Wi 37 A 280.) 
Fritz (Sd. 577.) Papfttum f e 
— . M ie. Papgri f. Antikes Leben. 


Krieasſchiffe. Unſere. Ihre Entſtehung u. Volarforſchung Geſchichte der Entdeckungz⸗ 
Verwendung. V. Geh. Re. Gen q d. > reifen zum Nord- u. Südpol v. d. äl 
A AANA dass | art. Fan ae 
aur ür M. r l. ar 
Sutter. Martin L. K. d. ötſche. g 8 0 Polen. Nit einem gerät tl. Beer br üb. de 


Von Prof. Dr. W. Köhler. M. 1 Bildn. ene reden rage B. Prof. D F. 
Lultbers. 2. verb. Aal. 2 85.513. Kann df 2. verb. Aufl. M. 6 Rart: Bi?) 
— jÍ. auch Von L. zu Bismarck. Politik. B. Dr. A. Grabow. Bd. 537.) 
Marr. Karl. Verfuch einer Einführung. | — Umriffe er a V. ze Dr. 
Bon Prof. Dr. R. Bilbrandt (621) J- 5 3 Bde. I: 1871 bis 


Menſch u. Erde. Skizzen v. den Wechſel⸗ 1907. 2. Aufl. F. 1 1908—1914. 2 ad 
beziehun en, 5907 Gelben. on Geh. III. D. polit. Ereian. währ. d. Krie 22 
. ke t: M Siea Abt N. 108d 31 Politiſche Geographie. En 995 55 
— . a. Eizei e 3 31. — i n Broj. Dr. 
Mittelalter. 1 Kulturibeale. p E. Schöne. mi Kart. (Bd. 353.) 


Prof. Dr. B. Bedel. L: Heldenleben. „ Hauptſtrömunzen in Eurapa 
II: Ritterromantik. (Bd. 292. 293.) im 19. ars hundert. Von Prof. Dr. 
— ſ. auch Städte u. Bürger i. M. R. 25. . 4. Aufl. von Dr. 


Moltke. B. Kalſerl. Ottoman. Major g. D. | Fr. End 129.) 
F C. Endres. Mit 1 B ldn. b. 415.) | Bsmpeii, ee bellen! ie a in Ita 
Münze. Grundriß d. Münzkunde. 2. Aufl. lien. Von Prof v. Duhu. 
L Die Münze nach Weſen, Gebraud u. Ber 8: uft Mit Gi L. * u. ani 1 ch 
Beutg. B. Hofrat Dr. A. Luſchin v. fowie 1 Plan 
Ebengreutb. M. 53 Abb. IL Die Aeta Seſchichte L. Branbens 5 G. 
Münze v. Altertum b. 3. . 91 Bon | Reaktion und nene fra f. Geich., deutſche. 
„et A: 5. Buchen au. (Bd. 91,657.) | Reformatise ſ. Galvin, Luther. 
Beet. | Geldweſen at. Vi. Reid. Das Deutſche R. von 1871 b. 3. Welt. 
Braten Kultur. Die. Bon Prof Dr. 55 krieg. B. Arch ivar Dr. F. Sirett 57.) 
menn-Haupt (85.581) ] Religisn ſ. Abt. L 
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Reſtauratian und Revolution ſiehe Ge- | iubent, Der 5. von 1409 bis 


ſchichte, deutſche. 1909. Sor Dr. Bruch hm 2787 
Revolution. Geſchichte der Franzöſ. R. Mit 25 Abb 273.) 


Í 2. I. Studenten tum. Geſchichte d. beni, = 143 
D proh pr. er ee d. 320 Von Dr W erh = 477.) 
— 1848. 6 Vorträge. Von Ded Dr. Türkei, Die. V. Reg.⸗Rat P. R Krauſe. 
D. Weber. 3. Aufl. (Bd. 58.) | Mir 2 parten i. Tert und auf t Zalet 
Rom. Daa > Rom. Von Geh. Reg.⸗R :| m - - 

= Magen Tehe Oſterreich. 
2 u. =. PI 5 Mik Bildern. ) Urzeit ſ. german Kultur in der U 


We ai Sie Grundzüge der V. des Deut⸗ 
. a oo poen rinra Bon N ae 1 5 er 
— Noms empf um die ae aft. Berjajiun 9 . =; igis 
B. Prof Pr. 5. romaner. Bb. I| licher ee „ Von = 1 ä 
Römer. Geſchichte der N. Von Prot, Dr | Subrid. 2 Aut. 0 
R. v. Scala. Bd. 573.) | Bermeifungs- u. Nartenkunde f Beat, 
Tiehe ach Helleniſt-röm Religionsge⸗ Volk. Vom deutſchen B. zum dt. Staat. 
ſchichte Abt !: Pompeii Abt. U. Ti Geſch d bt. a en e 1 
au inep. Geſchichte, Staat, Kultur. Von „, Prof r P Jo ach imien. 80.511.) 
gell und a 5er in alter er | Bölterkunde, a i Taun, Raha 
3 il rungserwerb. Wo nung, Schmuck un 
iE. Bon Bror. DE: D. Beile. d Aufl | Sleidung, Bon Dr. A. Heilborn. M. 


Mit sabir (Sd. 4.) 54 Abb. (8d 487.) II: Waffen u. Wert- 
— f.a. Buch. Wie ein B. entſteht. Abt. VI. zeuge. Subufirie, Handel u. Geld, Bers 


Schweiz, Die. Land, Volk. Staat u. Wirt⸗ i 
hofi. Von Reg.- u. Sländerat Prof. Dr. 3 (8d. 488.) Hi 1 e 
a nn 1 Karte. (Bd. 482.) Kultur der ae Bon Prof. Dr. 
Sitten und Gebräuche in alter und neuer Belt ae deutice, ee AR 452 
Zeit. Bon Prof. Dr. E. Sam ter. (652.) ! Holiståmme, Die deutſchen, und Lande 
Soziale Bewegungen und Theorien bis | ſchaften. Von Prof. Dr. O. Weile. 
zur mern r 9. 1 iimgearb. Aufl. Mit 3u Hop, 
a aı D. ufi. u u. * 
— f.a. Marx. Rom; Sozialism. Abt. VL facte E S a N, 16.) 
Staat. St. u. Kirche in ihr. sea] Berhält- Volkstrach ten. 81111955 Von BT 27 
nis feit d Reformation. V. Pfarrer Dr. | Spie ß. Mit 11 b. (Bd. 342.) 
Phil. Pfannkuche. (Bp. a Bom Bund zum Yin PE e Gei en 
Städte, Die. Geogr. berrachtet. | Bon Jena bis zum Wiener Kongreß. Von 
Dr. 8. Haſſer t M. 21 Ab. (85. 16 Prof, Dr. G. Roloff,; (BD. 465.) 
— Stiğe. Etidte u. Bürger i Mittel bg Sutter 3u Biemard. 12 Ohazatier 
alter. V. 55 coi Dr. B. Hei l. 3. Aufl. Mit Bird. a. Br Gosch. B. Broi. Dr. O; 
zahlr. Abb. u. 1 Toppeltafel. (35.43) „Weber 2 de. 2. Auf. (Sd. 975125 
— Verfaſſung u. Verwaltung d, deutſchen SS te Guropas. 0 89 7105725 72. 
8 1 er. en 1 Belkgeſchinte J. Chriſtentum. a 
— Hiſtoriſche Städte r aus a 
und f. e 4 5 2. Re e 
a. D. 


Weltpolitik f. Politik. 
A. Er de. M. 59 Abb d. 117.) A ee Antike. V. Priv.⸗Doz. 


— i a. Griech. Städte, Pompeji. Rom. Dr. O. Neurath. 2., umgearb. A. (258.) 
r und Sterndratung. Die Ge⸗ — f.a Untites Leben n.d. ägypt. Paprri. 
ſchichte u. Weſen Aſtro! al Unt. Wirtſchaftsleben, Deutſches. Auf geogr. 


Mixpirk. v. Geb. Rat Prof. Dr. C -Ben 
301d barsel, b. Geh. Hofr. Prof. Dr. Fr. 


Ber lm. V. Prof, Dr. Chr. Gru» 
Boll. M. 1 Sternk. u. 20 Abb. (Mb. 638.) É 


H. Reinlein. (42.) 
— ſ. auch Ab 


V. Mathematik, Naturwiſſenſchaften und N 


Aberglaube, Der, in der 5 J. 1 Abwehrkräfte des Körpers, Die. Eine Cin- 


fahr f. Geſundh. u. Leben. B. Prof. D „ führung in die Yumunitätsleh re. Bon 

D. v. Hanſemann. 2. Aufl. Bd. 83.) | goot Dr. med. 9. Kämmerer. Mit 

Abltanmungälchre u. Darwinismus. V. Be ! 2 Kibbldungen. (Bd. 479.) 
Dr. K Dei fe. 5, A, M. 40 Abb. Bd. 39.) geben liehe Arithmetik. 


Abſtammungs⸗ und Vererbungslehre, Ex⸗ 
perimentelle Bon Prof. Dr. € E. A | Ameiien, Die. Von Dr. med. H. Brun. 
mann. Mit 26 Abb. (Bb. 379.) | (8d. 601. 
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Auatomie d. Menſchen, pe V. Prof. Dr. K. 
v. Bardeleben. 6 Bde. Jeder Bd. 
mit zahlr. Abb. (Bd. 418/423.) I. Aele 
und Gewebe. Entwicklungsgeſchichte Der 
ganze Körper. 3. Aufl. II Das Skelett. 
2. Aufl. III. Das Mustel- u. Geſäßſyſtem. 


2. Aufl. IV. Die Eingeweide (Tarm⸗, 
. Harn- und Geſchlechts organe, 
Haut). ufl. V. Nervenſyſtem und 


Sinnesorgane. 2. Aufl. VI. Mechanik (Sta- 
til u. . d. menſchl. Körvers (der 
Körper in Ruhe u. Bewegung). 2. Aufl. 
— fiehe auch 1 helttere; 
Aquarium, Das. Von E. W. 85 335 
Mit 15 Fig 335.) 
Arbeitsleiitungen des Menſchen, Die Ein⸗ 
führ. in d. Arbeitsphyſiologie. Bi Prof. 
Dr. H. Boruttau. M. 14 Fig. (Bd.539.) 
— Berufswahl. Begabung u. en. 
‚Hung in i. gegen’. Beziebun en. Von 
J. Ruttmann. Mit 7 Abb. (Bd. 322 
Arlibmetit und 1 zum Selbſtunter⸗ 
richt. Von Prof. B. Crang. 2 Bände. 
I.: Die Rechnungsarten. Gleichungen 
1. Grades mit einer u. mehreren Unbe- 
kannten. Gleidungen 2. Grades. 5. Aufl. 
M. 9 Fig. II.: Gleichungen, Arithmet. u. 
geometr. Reih. Zinſeszins⸗ u. Renten- 
rechn. Kompl. Zahlen. Binom. „zehrias, 
4. Aufl. Mit 21 Fig. (Bd. 120, 265.) 
Ann ie und Genußmittel. Von 3687 
O. Schmiedeberg. (Bd. 3 
ani Der. Seine Stellung und 8 
im Kulturleben der Gegenw. Ein Leit⸗ 
faden der fosialen Medizin. go Dr. 
ürit. 2. Aufl. d. 265.) 
Probleme d. mod. . V. Prof. 
Oppenheim. 11 Fig. (Bd.355.) 
— Dr A. in ihrer Bedeutun für das 
17 Leben. Von of, Dr. A. 
arcuſe. Mit 26 Abb. (Bd. 378.) 
— ſiehe auch Weltall. Weltbild, Sonne, 


med. 
3 


ond. Planeten; Sternglaube. Abt. I. 
Atome. oleküle und Atome. V. Prof. 
Pr. i e. 4. Aufl. M. Fig. (Bd. 58. 


7 Das, und 51 Srne, Bon Prof, Dr. 
EAE Rohr Mit 84 Abb. u. 5.3720) 
Ausgieigungstehmung ſiehe e 


Bakterien. Die, im Haushalt und der * 
tur des Menſchen. Von Prof. Dr. 
Gutzeit. 2 Aufl. Mit 13 Abb. 48 

Die krankteiterregenden Bakterien. 
Ron, 1 8 Dr. M. Boehlein. Mit 

5 (Bd. 307.) 
ha cglbwehrkräfte, Desinfektion, Pilze, 
Schädlinge 

Bau n. Tatigkeit d. menſchl. a Sint, 

5 die Bhniiologie d. Menſchen. B. Pro 
Dr. H. Sachs. 4. A M 34 Abb. (85.32. h 

Begabung f. Arbeitsteilkun 

E Der, Kin) 111 und 
b Bedeutung ch mann. 

2. Aufl. M. 9 Abb. u. TDeppelkal (Bd. 70.) 


Mathematik, Haturwiſſenſchaften und Medizin 


ie Mech an., Aufg. a. d. M. I. 
| Biochemie. Einfäsrung in die B. in ele⸗ 
mentarer wertlos Von Prof. Dr. 

. 2ö Fig. 2. Aufl. v. Prof. 
iber ft (Bd. 352.) 
ati, Allgemeine. Cintai. i. d. Haupt⸗ 
probleme d. organ. Natur. B. Prof. Dr. 
5. Miehe. 2. Aufl. 52 Fig. (Bd. 130.) 
—, Experimentelle. Regeneration, Trans- 
Ranger und verwandte Gebiete. Von 
Dr. Theſing. Mit 1 Tafel und 


69 Nera ungen. (Bd. 337.) 
— „a a. Abſtammungslehr e, Bakterien, 
Bejrudtungsvorgang, Fortpflanzung. 
emeien, Organismen, Schädlinge, 
Tiere. Urtiere. 

Blumen. Lniere Bl. p Pflanzen im 
Garten. gon Prof. ammer. 
Mit E3 A (Bd. 360.) 

— Uuſ. Bl. 1 5 anden i. Zimmer. B. get: 
Dr. U. Dammer. 65 Abb (Bd. 359.) 

Blut. Herz. Blutgefäße und Blut und 


ihre Erkrankungen. Dr. $ 
Rofin. Mii 1 .312 2) 
Botanii. B. d. brafttichen Lebens. B. Pro 
Dr. P. Gifeviuz. M.24 Abb. Bd. 173.) 
— ſiebe Blumen, Lebeweſen, Pflanzen, 
Pilze, l une, aa Kolonialbota⸗ 
nik, Tabak Abt. 
Brille. Das Auge 5 die Br. Von Prof. 
Dr. M. v. Rohr. Mit 84 Abb. un 
1 Lichtdrudiafel. 2. Aufl. (Bd. 372.) 
Chemie. Cinjabring in die a Ch. V. 
Studienrat Dr. B. Bavink. 85 qis, 
— Einführung in die organ. Chemie: Na⸗ 
türl. u. künſtl. Pitan en- u. Tierſtoffe. Von 
Studienrat Dr. B.“ M. 6 Abb. 
i. Tert. 2. Aufl. (Bd. 187.) 
— Einführung i. Ur anorganiſche Chemie. 
V. Studienrat Dr. B. Bavink. De 
— Einführung i. d. analyt. 89.824 V. D 
F. Rüs berg. 2 Bde. (Bd. 524, 525. 
— Die künſtliche B. Bun Natur⸗ 


av ink. 


toffen, V. er Dr. E. Rü ft. (Bd. 674.) 
— in Küche und Haus. Von Or. J. 
Klein. 4. Aufl. (Bd. 76.) 
— ſiehe a. Biochemie, n Luft, 
Photoch.; Agrikultur Sprengſtoffe, 
Technik. Chem. Abt. VI. 
Chirurgie. Die, unierer 1 Von Prof. 
Dr. J. Feßler. Mit 52 (Bd. 339.) 


Darwinismus. n und D. 
Von Prof. Dr. R. Heſſe. 5. unit. 39. 


40 Textabb. 
e LH, Banks . 
d.-Rat Dr. O. 


vierung. Renod 
eam S M. 20 Abb. i. > (Bd. 401. 
Differentialrechnung unter Berückſichtig. d. 
prakt. Anwendung in der Technik mit 
zahlr. Beiſpielen u. rg verſehen. 
Von Studienrat Dr. ind ow. 2. 
M. 45 Fig. i Tert u. 161 Aufg. (38 7.) 
— ſiehe a. Integralrechnung. 
A ſ. Mechanik, Aufg. a. d. techn. 
. 2. Bd., ebenſo Thermodynamik. 
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Eiszeit. Die, 


Meng. Bon Geh. Bror. 


te in mann. 2. Aufl. Nit Da 


Abb. 2d. 
Elektrochemie. 1 Fe Dr. K. Arndt. 
2. Aufl. Mit Bd. 234.) 
Elektrotechnik. . der F. Son | 
5 A. Rotth. 2. ar I 
W D. Lehre b. d. E. B. Dberlebr. 
A. Ste in. 2. A. Te 13 Fig. (Bd. 25 T.) 
ew rer greg > an B. Dr. 
A. Heilborn. M. b. (Bd. 388.) 
Erde j. . 1 5 
Ernährung und Nahrungs mittet. 3. Aufl. 
von Geh. Reg.-Rat Prof. Dr. N. Z un 8. 
Mit 6 Abb. i. T. u. 2 Taf. 
Erperimentalczemie f. Luft aſw. 
Experimentaiphufif f. Phnfik. 
Farben f. Licht u. F.: u Farben Abt. VL 


ſtigkeits lehre j. tati 
oripfianzung. F. und Grißieätsunter- 
Gicde 5. Menjen. Eine 11 = 


ie Sezuaiviologie. B 


B. Prof. Dr. H. 
ruttau. 2. Aufl. M. 30 Abb. (BD. 50. 
arten. Der Klein. Son 1 ass 
Schneider. 2 Auf. Mit Abb. 1198.) 
— Der Suk. arten. Von Saxtenarchi⸗ 
teti B. S ert. Mit Abb. Wo. 50.) 
— ſiebe ma Blumen, Pflanzen: Sar- 
tenkunſt, Garienhantbemezung Abt. YL 
Erbg. Das menj che, 1. & Exkrankung = 
Pflege. Bon Zannarzt Fr. 34 10 225 Ri 
24 Abbildungen. D. 
Geiitestrantheiten.B. Geh. Med. 1 oee 
ftabsarzi Dr. G. Il berg. 2. A. (15 1.) 
Senutmittel ſiehe Arzneimittel u. Ge 
nußmittel; en ya VI. 
Sengraphie J. Abt. T . 
i G. i. ont u. Erd kunde 
t. 
Seotogie. Allgemeine. Bon Sehe imem 
Bergrat Prof. Dr. Fr. Frech. 6 Boe. 
(Bd. 207/211 u. 85.61.) L: Zulfane 
Ein, gizo jekt. 3. Aufl. Mit Titelbild 
A. 78 Abb. : Gebirgsbau und Erd- 
Er 3., weien!. erw. Aufl. Mit Titel- 
bild u. 57 Abb. III. Die Arbeit des 
. Waſſers. M. 56 Abb. 3. Aufl. 
IV.: Die Bodenbildung, Miitelgebirgs- 
ormen und Arbeit des Oseans. Mit 
Titelbild gib 63 Abb. 3., weſentl. 
erw. Aufl. Steinkohle, Wüſten und 
Slima ber Sorat Mit Titelbild und 
9 Abb. 2. Aufl. VI. Gleiſcher ein 
E ra M. Titelbild u. 65 Abb. 2. Aufl. 
d. Kohlen. Salzlagerſtätt. Abt. 
Sesmetris Analyt. G. d. Ebene z. Selbit- 
unterricht. Von Prof. 2. N Mit 
5 Fig. 504.) 
— 3 Zeichnen. Von See 
A. Schudeisky. d. 588. 
a. M atit, Prakt. M. Plant 
Brojettionst ‚Stereometr., Trigonometr. 
Seomorpholsgie J. Allgem. Erdkunde. 


| 
| 


und der 5 Geſchlechtstraaſßheiten Dir, iur Weſen. ihre 
Bergrat Be 


rbreiig., lämpig. u. Berhürg. Für 
Bebilbeten aller S bearb. v. Genes 
zolarat ee W. Schumbr g. LU 
Mit 1 mehrfach. Taf. (25 1.) 
Celeste unterschiede j. Fortuflanzung. 
a T Bon Obermed.⸗Rat Prof. 
Dr. v. Gruber. 4. Aufl. Mit 
2 Abbildungen. d. 1.) 
— S. für Frauen. Bon Dir. Prof. Dr. 
K. Baiſch. Mit 11 Abb. a 538. 
— f. a. Abwehrkräfte. Batiin. besüb. 
Srapb. Darſtellung. Dir. B porrat Beck: 
Dr. F Auerbach. R. 100 Ab. (437. 
Hensgalt liche Bakterien. Chemie, Des⸗ 
infefrien, Naturwiſſenſchaften, Vönſik. 


9) 3 Die Stammesgeich ichtt unierer 


5 n Prof. 


Dr. C. Keller. R Fig. 
Aufl. 18d. 


— La Kleintierzucht. Tierzüchte. Abt. VI. 
ders. Blntarfüße und a 5 ihre Er⸗ 
Traukunzen. Bon Prof. Dr. O. Rolin, 
Mit 18 Abb. - 812.) 
Dagirne ſ. Schulhngiene, Stimme. 
Éypustismus und 27 geſtisn. Bon D 
E. Todmner. Aufl. (85.189) 
mmunitätsiehre f. Abweßrtrafte d. Körp. 
nfiniteiimeiregueng. Einführung in die 
J. Bon Prof. K Kowalewſki. 
2 Auf. Mit 1 (Bd. 197.) 
1 ne En En £ 
zudienrat Dr. M. Lindow. 2. Au 
Mit & (b, 673] 
Kalender Der. Bon Prof. 
Wislicen us. 2 Aufl. 
Kälte. Die. Weſen, GE © 
H. d. (2d. 311.) 


Bon alt. 45 ar 
Kieematsgrapkie ſ. Abt. 
Konkervicrung ſiehe Desi enten. 

Korallen u. and. 9 id. Tiere, B. Prof. 
Dr. W. Mag. Mit 45 Abb. (Bd. 231.) 
Kosmetik. Ein a Abriß der Ar stlihen 

Berſchönerung⸗ kunde. Von Dr. J. Gans 
de k. Mit 10 Abb. im Text. Sd. 489. 
Lebeweſen. Die Beziehungen Eg Tiere und 

lanzen men Prof. Dr. 

. Kraepelin. 2 Aufl. m. 132 Abb. 
Tiere zueinander. II Der Pflan- 
zen zueinander u zu d. Tier. (Bd. 426/127.) 
— f.a. Bielogie. Organismen., Schädlinge. 
Leibesübungen. Die, und ihre au 

r bie Geſundheit. Bon V Dr. 

— SE Hal. M. 27 Abb. (Bd. 135 


auch 
Sicht. Das, u. d. arten. Ein 
die Optik. Von Prof Dr. Graetz. 
4. Aufl. Mit 100 Abb. (Bd. 17.) 
Saft, Baſſer, u und Wärme Neun 
Vorträge aus d. Gebiete d. Experimen⸗ 
talchemie. S Geh. Reg.⸗Nat Dr. R. B 1o f- 


hrung in 


mann. 4. Aufl. M. 115 Abb. (Bd. = 
Luftſtickttoff. D., u. f. Verwertg. B. Pro 

Dr. K. Kaiſer. 2. A. M. Abb. (Bd. 318) 
Make and Meſien. Von Dr. 2i 

Mit 34 Abb. 385. 


Materie f. Beltäther. 
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Mathematik. Einführung in die Mathe- j 
malit. Bon Oberlebrer W. Mende ls: 
john. Mit 42 Fig. (Bd. 503.) 

— Mei. Fsrmelſammlung. Ein Wiedere 
holungs buch der „ 
Bon Prof. Dr. S. Jakobi. (Sd. 567.) 

— Naturwiſſenſch. u. M. i. Mall. ae 
tum. Bon ge > Joh. Son N 
Mit 2 É 

— Braftiie m Bon Prof. > A 
Neuendorff. I Grapßiſche 2 Darſtellun⸗ 
gen. Verkürztes Rechnen. Das Rechnen 
mit Tabellen. Mechaniſche Rechenhilfs⸗ 
mittel. Kaufmänniſches Rechnen i. tägl. 
Leben. See h . 2. 
derb. A. M. 29 Fig. i. T. u. 1 Taf. II. Geom. 

eichnen. e ieue Flächenmeſſung. 
örpermeſung. 33 Fig. (341. 526.) 

— Mathemat. Spire. B. Pr. W. Ahrens. 
3. Aufl. M. Ziield. u. 77 Fig. (Bd. 170.) 

— f. a. Arithmetik, Tifiereniialtehnung, 
Geometrie, Infiniteſimalrechnung. In⸗ 
tegralrechnung, Perſpektive, Planimetrie. 
Proiektionslehre, Trigonometrie, Vektor 
rechnung, Wahrſcheinlichkeits rechnung. 

Mehanik Von Prof. Dr. Gamel. 3 Bde. 


L Grundbegriffe ber M. II. M. d. feſten 
Körver. M. d. flüſſ. u. 1 1 
Körper. (Bd. 684 11 


— Aufgaben aus a techn. Mechunik. B 
Prof. N. Schmi M. zahlr. Fig. . 
Bewegungs! Stait: 156 Auf. u. Oö. 
Dynamik. 1 Auf. u. 2öl. 658/559.) 

iehe a Pe; 

Merer. Das M., ſ. Erforſch. u. f. Leben. Bon 
Bri.Dr.D.Janion. 3. A. M. 40 F. (Bd. 30.) 
Menih u. Erde. Skizzen von den Med- 
3 ee beiden. Bon 
Prof. D hoff. 4. A. (Bd. 31. 
— . 5 Eiszeit, Entwicklungsgeſchichte, 

Urzeit. 
— Natur u. Menſch fiehe Natur. 
Neu ſchl. Körner. ar Tũti 1 eier 
5 $ Dont rof. 
Dr. H. S 4. Aufl. M. 34 Keb. (32.) 

1. A een Arbeitsleiſtungen. 

Auge, Blut, Gebiß, Herz. 1 an 
Rervenigitem, Bhrjiol.. Sinne, Verhi 

Mikroſkop. Das. Allgemeinverſtändl. dar⸗ 
8 Von B Brar. Dr. Scheffer. 

bb. 2. Aufl. Bd. 35.) 

Moleküle u. ene Bon Prof. Dr. 8 


Mie. 4 Aufl. Mit Fig. (Bd. 58 
— f. a. Weltäther. 
Mond, Der. Von Prof. Bea 1 
Mit 34 Abb. 2. Aufl. 0 903 
Nahrungsmittel 1. en u. ® 
V. Direkt. Prof. 


Natur u. Menſch. 
G. Schmidt. Mit 19 Abb. 88.258 
Naturlehre. Die Grundbegriffe der mo- 
dernen N. Einführung in die Phyſik. 
1 1 Dr. Auer bach. 


4. (Bd. 40. 
Naiurpbilaſepbie, 158 mod. B. Privatdoz. 
Dr. J. R. Berweyen. 2. A. (Bd. 491.) 


Naturmiſſenſchaft. Keligien und X. in 
ampf u. 1 Ein geichichtl. Kück⸗ 
blick. B. Pfarrer Dr. A. tagnity ie 
. Aufl. Bd. 141.) 
— N. und Technik. Am ſauſenden Web 
a. d. Zeit, Überſicht üb. d. Wirkungen 
. Naturw. u. Technik a. d. gef. Kultur- 
eben. Prof. Dr. W. Launhardt. 
3. Aufl. Mit 3 Abb. { 23.) 

— N. u. Fi L Heil. Altert. B. Prof. 
Dr. J. L. Heiberg. 2Fig. (Bd. 370.) 

Nerven, Vom Nervenigitem, fein. Bau u. 
ſein. Bedeutung für Leib i Seele im ge⸗ 
ſund. u. fane Zuſtande. B. Prof. Dr. R- 
_Bander. 3 Aufl. M. 27 Fig. Bd. 48.) 

ſiebe auch Anatomie. 

Optik. Die apt. Initrumente. Luve, Mi- 
troilop, Fernrohr, photogr. Objektiv u. 
ihnen verwandte prir. B. Prof. Dr. M. 
d. Rohr. 3. Aufl. M. 89 Abb. G88.) 

— f.a. Auge. Brille, Kinemat., Licht u. 
Farbe, Mikroſt., Spektroskopie. Strahlen. 

Organismen. D. Welt d. O. In Entwickl. 
und Zuſammenhang dargeſtellt. Von 
Oberſtudien rat Prof. Dr. K. Lampert. 
Mit 52 Abb. . 236.) 

— ſiehe auch Lebeweſen. 

Balãozosisgie ſiehe Tiere der Borwelt. 

Verſprktivr. Die, Frundzüge d. P. nebit An⸗ 
wendg. B. Prof. Dr. K. Doehlemann. 
Mit 91 gis. u. 11 Abd. (30. 510.) 

Pffanzen. Die fleiſchfreſß, Pfl. V. Prof. Dr. 
A. Wagner. Mit 82 Abb. (Bd. R 

— Uni. Blumen u. Pfl. i. Garten. V. Pro 
Dr. U. Dammer. M. 69 Abb. (Bd. 360.) 

— Raji. Slumen u.BfL i, Zimmer, V. Prof. 
Dr. U. Dammer. M. 55 Abb. Bd 359) 

— I. auch Botanik, Garten, Lebeweſen, 
Pilze. Schädlinge. 

Bilenzennhufiolegie, V. Prof. Dr. H. Mo⸗ 

Mit 63 (Bd. 5 


Tiid. Fig. 69.) 

Photochemie. a wa: 6 Rim- 

mell. Mit 2 b. i. ee 
2. Aufl. d. 327.) 


Phatographie ſ. Abt. VL 
Phnſik. Brrorgang D. med. Ph. B. Oberl. 
r. lle 18 0 2. Aufl. (343.) 


— Sete Sleichgewicht u. 
Bewegung. Von Geh. Reg.-Rat. Prof. 
R. Börnſtein. M. 90 Abb. 7 

ro 


— Ponfit in Küche und Haus. Von 
5. Stope üg g Stel 5 3 
— Sroße Bbyfiker. Von Prof. Dr. 
Schulze. 2. Aufl. Mit 6 Bildn. 824 
— f. auch Energie, Naturlehre, Opiik, 
Relativitätstheorie, Wärme; ebenſo 
Elektrotechnik Abt. VL 
N ph 2: Menden. B. 
Pr. A Sipſchütz. 4 Bde. L: . A 
fol ie. II: . — ie d. Stoffwechſels 
ogie 5 Atmung, en a. d. 
Ausscheidung IV: Bh. der Be on 
und der Empfindungen (Bd. 527 0.) 
— ſiehe auch Arbeitsleiſtungen, Menſchl. 
Körper, Pflanzenphyſiologie. 


rivatdoz. 
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Bile, d Dir, Bon Dr A. Eichinger. Mit Suggeſtion. Hypnotismus und Suggeition, 


a. Batterien. {64 Abb. (Bd. 334.) B. Dr. E. Trömne r. 2. Auri . 88, 193 
Planeten, Die. Von Prof Dr. B Peter.  Ehhiwajier-Blanfıon, Das. 8. BT Sr 


Mit Sie. 2. Aufl. von Dr. H. Nans: © Zacharias. 2 l. 5, Abb. CƏD- 156.) 
man . 55 „ i. Abt. VI. D 
Blanimeirie 3. Helbſtunterrich. B . Prof. Tiere. T. der 8 Von Vr 390. 
Grang M. 94 3ig. . Aufl 310.) Aber Mit 31 Abs. 5D- & $ 
maiar Mathematik f. Matdeng⸗ it. E Si Fortp pfiansung der T- Ba Abb. 
Brolektionstegre. In kurzer leid gaßticher . Goldſchmidt. Mit 1 253 
Tarftellung f. Selbüunterr. u. Schulgebr. Bd 293) 
Don Zeichen! A. Schudeis tn. Mit — Tierkunde. Eine Einführen Dr. . 
208 Fig, im Text. Bd. 564.) Zoologie. Von Bri saibozentt 


Radium, Das, und die Nadivaktivi 

Dr. M Centnerſzwer. it, „33 Ard. 

Bd. 405.) 

Necßenmaſchinen. Die. und das Helhinen- 
rechnen. Von Reg. ⸗Rat Dipl.Ing, 


t V. Hennings. Mi: 3! Abo. (BD. 142.) 
— Lebens bedingungen und a gerbreitung 
der Tiere. Von Prof. Dr. O: 139. 
Mit 11 Karten und Abb. (BD. D 
— Zwiegeſitalt der Seläleäter in der 


Lenz. Mit 43 Abb. (Bd. deò.) Tierwelt eg Von Dr 
e Einführung in die. Knauer. Mit 37 Sig, (Sd. rafsi 
Von Dr. (38. 618.) — f. auch Aquarium, Balterien, Haus 


Näntgenitrahlen, D. N. u. ihre Anwendg. B. 
Dr. med. G Bu 


tiere, Korallen, Lebeweſen⸗ Schädlinge, 
du. AR. 85 Abb. i. © I 


Urtiere, Vogelleben, Vogelzug. Wirbel⸗ 


u. auf 4 Fafeln. (Sd. 556.) tier 
e Bon Dr. E. gorre 5 29 ſiehe Abt. VI: Kleintiersuchl, 
ò „Tierzüchtung. 

PER a 15 feine ſtrategiſchen Trigonometrie. Ebene, z. Seisituntert V. 
Prinzipien. B Dr. s 1 80 3. veränd. Prof. P. Crang. 2. Aufl. B. 50 Fig: 
0000 ue Er. Bon Brot. B. Ser and. 
u arit. ungs be iſdie — Sphäriſche Tr. Von Pro 

— Die Hauptvertreter der dee 8 (Sd. 605.) 
kunſt = d. Eigenart ihrer Spielführung. Tuberkuloſe, Die, Weſen, Beeren, 
Von Dr. M. Lange. 83.531.) Arſache, Verhütung und Heilung. Von 


3 Die, im aiten Pflanzenreich 5 r. W. Sch u m m burg, 
i. Befämpf. V. in Ru !ar Prof. 2 2. Aufl. M. 1 Taf. u. 8 Fig. (Bd. 44.) 
Dr. K. Eckſte in. 3. A. 6 Fig. 118.) Turnen. Von Oberl. F. Eckardt 583 
Schulhngiene. Von Prof. Pr. L. Bur ger⸗ I Bildnis Jahns. (Bd. 583.) 
ſte in. 3. Aufl. Mit 43 Fig. (Bd. 96.) — f auch W bungen, Anatomie d. 
5 ſ. 2 8 8 Pflanzen. Menſchen Bd. VI. 
Srrnetethit. V. Prof. ses = imer» Urtiere. Die. Einführung h d. b. l 
di Bd 392.) vom Leben, Von Pro, 
Sinne B. Menſch., D. Sinnesorgane. | ihmibt. 2 A. M. 4 AlL ed. 160.] 
nesempfiubungen 85 Hofrat Prof. Urzeit. Der Menich d. 1. Bier Borlefung. 
Die. Bor gen, A 2 30 Abb. 275 | aus der Entwidiungsgeihihte des Men⸗ 
on D 


e Die. Kr nl I. Mit E Von Dr. A. Heil born. 
64 A 35 3a | | Aufl. Mit sabir. Abb. (Bd. 62.) 

eur geg Von Dr. L. Gre 798 B Einführung in (25. Von 
Mit Abbild. 5.284 Prof. Dr. F. Jung. 5. 668) 


Spiel fiehe Mathem. Spiele, aa Berbildungen, Körperliche, im E 
Sprache. Entwicklung der Spr. und Hei⸗ u. * eng Von Dr. M. D a vib, 


lung ihrer Gebrechen bei Normalen, | Mit 26 Ab (Bd. 321.) 
Schwachſinnigen und Schwerhörtgen. B. | Bererbung. Exz. Ahſtammgs.-⸗ u. B.- Lehre, 
Te . K. Nickel. (Bd. 5 556.) | Von Prof. Dr. E. Lehmann. Meit 20 
iebe auch Rhetorik, Sprache Abt. III. Abbildungen. (Bd. 379.) 
Statit. Mi! Einſchluß der Feſtigleitslehre. ge Geiſtige Veranlagung u. B. Pon Dr, 
V. e Reg.⸗Baum. phil. et med. G Sommer (Bd. 512) 
A. Schau. Mit 149 Jia. LT. Bd. 497.) Vogetleben. Deutſches. Zugleich als Ex⸗ 
— fiche auch Mechanik. | furfionsbudh für Vogel reunde. B. Brot 
on fiche Des infektion. Dr. A. Voigt. 2. Aufl. en 221.) 
ckſtaff ſ. Luftſtickftoff. Sogelzug und eg Von Dr. W. R. 
mme. Die menschliche St. und ihre Eckardt. Mit 6 Abb BD. 218.) 


yeiene. Bon Prof Dr. P. H. Gerber. Vabrſcheiniic eite rechnung. Einführ. in 
„ veränd. Aufl. Mit 20 Abb. (Bd. 136. pir 11105 Prof. Dr. R. Su £ pans 
cahlen, Sichtbare u. unſichtb. V. Prof tſch (Bd. 580.) 
Dr. R. Börnftein und Prof. Dr. B. Wald, Der r bite V. Prof. Dr. D 5 aus. 
Marckwald. 3. Aufl. von Prof. Dr. & | rath. 2. Afl. M. Bilderauh. u. 2. Karten. 
Regener. Mit Abb. (Bd. 64.) ! — ſiehe as Holz Abt. VI. I( Bd. 153.) 
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. — . . —. Hell, Wear and Kauft; ... 
Bärme. Die Lehre v. d. B. V. Geh. Reg.⸗Rat Weltuntergang. Untergang der Welt und 


pror r. R. Börnikein. 


Mit Abb. 


der Erde nach Sage und Viſſenſchaft. B. 


2. Aufl. v. Prof. Dr. A. Wig and. (172) | Prof. Dr. M. B. Weinſte: 

— f. a. Luft, Wärmekraftmaſch., Wärme- Better. Unſer B. Gine. ein 01 
lehre. techn. Thermodynamik Abt. VL Aimatologie Deutſchl. an b Hand » 
Baier, Das. Von Geh. Reg.⸗Rat Dr. O.] Wetterkarten. 2. Aufl. V. Dr. R. Jen- 
Beten, 2 biic 8. 44 Abb. . 291) nig: Mit Abb. (3d. 240.) 

eidwer tige Forſtmſtr Frhr. — Gini aa in die 1 
e der e Tiel (ED A38 | Bent be e Beg een Ku wa 

eltall. Der Bau de on Prof. Dr. „Wind und Wette p 
Wett r und En -26 ig, (80. 10 5 zi, Wetter“. Mit 28 ge u. 

eltärher un aterie. Von Prof. Dr. irbeltiere. Vergleichend 

G. Mie. Mit Fig. 4. Aufl. (Bd. 59. Sinnesorgane der B. Sate 
— . auch Moleküle. W. Ludo ti 2 137 Abe. Bd. 282. 
en, Das ee er B. w Ban» Zelte the 1 1 8 e ebiß. 

el der Zeit. Von B pven-| Bellen: und Gemebelehre ſie 

Beim. 2 Auti Mit 19 Kob. Bd. 1100 ves Mer jaen, Biak n. 
— ſiehe au ſtronomie. vologie |. ſtammungsl., Ae 
Weltentſtehung. Entſtehung d. W. u. d. Erde Biologie, Schad! inge, eee ae 


nach Sage u. ee. 
B. Weinſtein. 2. Aufl 


VI. Recht, Wirt 


Agrikulturchemie. Von Dr. P. — Duch. Wie ein B. entſteht. V. Trof A 


4.) 18 


Mir 21 Abb. 
Angeſtellte ſiehe Kaufmänniſche A. 
Antike Birtigaftsgeigiäte. B. Pri 
Dr. C. Neurath. 2., umgearb. A. 
— ſiehe auch Antites Leben Abr. W. 


V. Prof. Dr. M. Vagel! leben, V i 2 
(89.223. vgelzug, Weidwert, Wir 


bektiere. 


ſchaft und Technik. 


„W. 

Unger. 4. Aufl. M. 7 Taf. 6 Xp, 
„u Text. 45 175. 
-a Schrift⸗ u. Buchwelen Nat. IV. 

i ahak ung u. m. 3. Aa and ihre 


e ce und 5 erung. erit⸗ 
V. Geh. Hofrat Prof. Dr. wie ⸗ Aufl. 
dined- Sidenborfe 2. Aal {78.) i 4 2 507 


Arbeitsleiſtungen des Menſchen, Die. Ein⸗ | Chemie in Küche und Haus. Von Dr. 


ihr. in d. Ar beitsphyſiologie. V. Prof. 


r. H Borut tau. M. 14 Fig. 


(Bd. 539.) 
— Berufswahl, Begahung u. A. in | 


. Klein. 4. Aufl. B. 76.) 
jad; auch Agrituf: urchemie, Elefttchemie, 


Farben, Speengſtoiſe, Technik; ferner 


N Beziehungen. Bon B. H nemie Abt. 

uttmann. Mit 7 Abb. BD. 5255 j E Dampfkeſſel jiehe „geuerungsan! azen. 

. und Genußmittel. or 335 Dampfmaſchine. Die. Von Geb Bergrat 
Dr. Schmiedeberg. 363.) | Prof. R. Vater. Boe. J: Wirkungs- 


Arzt, 5 Seine Stellung und En 
im Kulturleben der Gegenm. Von, Dr. 


meif? des Tamnes i im 


ſel und in der 
Maidine. 4. Aufl. M 


Ke 
37 Ab. (Bd. 393.) 


med. M. Fürit. (Bd. 265.) : Ihre Geſtaltung und ere 
Automobil, Das. Eine Einf. in d. Bau d. 2. Aufl Mit 105 Abb. (Bd. 394) 
heut. Perfonen⸗Kraftwagens. V. Ob.⸗Ing. Desinfektion. Steriliſation und en 
. Blau. 3., überarb. Aufl. M. 98 Abb. vierung. Von Neg.» und Med.⸗Rat Dr. 
u. 1 Titelbild d. 166.) 0 Solbrig. Mit 20 Abb. Bd. 401.) 
Baukunde |. Eiſen betonbau. Deutſch f. Handel. Handwerk, Landwirt⸗ 
Baukunſt ſiehe Abt. II. 71 erkaſfung. Weidwerk. Wirtſchafts⸗ 
Beleuchtungsweſen. Das moderne. Von leben, Zivilprozeßrecht; Reich Abt. IV. 
Ing. Dr. H. Lux. M. 54 Abb. ae En Drähte und Kabel, ihre Anfertigung und 
e Von Bergaſſeſſor F. W. Wed⸗ Anwend. in ? ee B. Telegr.» 
di jb. 467.) | Inſp. H. Brick. M. 43 Abb. = 285.1 
Beweünngslehre f. Mechan., Aufg. a. d. R Dynamit J. Mechanik. Anse. 8 d. M. 2. Bd. 
3 Von Dr. au. ebenſo Thermodynamik. 

47 (Bd. 3335 } Siſenbahnweſen, Das. Bon ne Bier 
Bilanz f. Buchhaltung u B. u. . g 2 3u E 
Blumen. Unf. Bl. u. Gfl. i Garten. von dermann. M 80 Abb. 4445 

Prof. Dr. N. eh Mit 69 Abb. Eiſenbetonban. 5 Dipl.-Ing. E. Hai- 
— (Bd. 260) montet k en b. n 89 275 

— Pr u. Pfl. i. Zimmer. B. Pro om ie nungsbeiſp. { 75 
. MEDEE DE M.6 Kam Bd. 55.3595 Eiſenhüttenweſen. Das. Von Geh. Bergr: 


— ee auch Garten. 
Brauerei f. Bierbrauerei. 


Prof. Dr. H. Wedding. 5. Aufl. v. Berg⸗ 
affeſſor F. W. Wedding. M. Fig. (20.) 
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Die. B. Ing. 


Elektriſche Kraftübertraaun 
B. (Bd. 424.) 


Köbn Mit 137 > 
Elektrochemie. Von Prof. Dr. 
Mit 38 Abb. 
Ekektratechnil. Grundlagen d. E. 
ing. A Rotth 2. Aufl. M. 74 Abb. 294.0 
— 4 auch Drähte u. Kabel, Telegraphie. 
Erbrecht. 5 And E. Von 
Prof. FJ. Leonhard. (Bd. 479.) 
an u. Nahrungsmittel f. 
Farben u. Farbſtoffe. 3; Ss u. Ber- 
wend. B. ca SB b. (Bd. 483.) 
— ſiebe auch Licht U 5 
Fernſprechtechnik f. eee 
Fenerungsaulagen. Induf r. u Damafteſſel 
V. Ing. J. E. Maher. 88 Abb. (Bd. 348 
S Von 1 Dr. S. $ 
. 1 27 2 Bde. Aufl. I. Allg. 
II. Beſond. Teil 2 85 513—556.) 
— Tief auch Geldweſen. 
Funkentelegranhie ſiehe Telegraphie. 
Fürſorge ſiehe Kriegsbeſchädigtenfürſorge. 
Kinderfürſorge. 
Garten. Der Kleingarten. B. Hauptſchriftl. 
Job. Schneider. 2. Aufl. 2 Br 
— Der Hausgarten. Von Serre 80 
W. chu ber t. Mit Abb. (Bd. 302.) 
ſiehe auch Blumen. 
Gartenfunk. Seſch. d. s. 2 aurat Dr.-Ing 
Cbr. Rand. 1 Abb. (Bd. 227405 
Gartenſtadthewegung. Dee. Von u 
wohnungsinſpektor Dr. 5. Kampff⸗ 
mener. 2. Aufl. M. 43 Abb. (83.239. 
befüngnisweſen f. Verbrechen. 
eldweſen. Zahlungsverkehr u. Vermögens- 
derwalt. Von G. Maier. 2. Aufl. (398. 
- f. a. Finanzwiſſenſch.; Münze Abt. IV. 
enußmittel ſiehe Arzneimittel und Ge- 
aubmitlel. Tabak. 
1 Von Generalmajor a. D. K. 
Sa d. . 
eee BER Amen! Deutſchland. 
Patentanw. B. Tolksdorf. (Bd. 185) 
— ſieße auch Urheberrecht. 
Graphiickhe Darſtell. Die. V. Hofrat Prof. Dr. 
F. Auerbach. M. 100 Abb. Bd. 137.) 
Handel. Geſchichte d. Welch, Bon Real- 
eymnalialdireltor Dr. M. G. 
uff. (8d. 118.) 


— Grichicte des deutſchen Handels. Seit 


b. Ausg Br È des 5 Von Dir. 
Prof. W. Langenbeck. 2. Aufl 
Mit 16 Tarellen. d. 237.) 


Dond fruerma ffen, Die. Entwickl. u. Techn. 
V. Maior R Weiß. 69 Abb. (Bd. 364.) 
Handwerk, D. deutſche. in f. 1 
Extwidig, B Geh. Sch Otto. 
fl. M. 33 Abb. an 12 Taf. (Bd. 14.) 
Haushalt . Chemie, Des inſektion. Garten, 
. Phyſif; Nahrungsmittef 
Abt. Bakterien E Y: 
PA ſiehe Baukunde, Beleuchtungs⸗ 
bejen, Heizung und Lüftung. 
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Hebezeuge. Hilfsmittel zum Heben fefter, 
flüfſiger und * 1 Körper. Von * 
Berorat Prof. R. Vater. 2 Aufl. M. 

7 Abb. (Sd. 


d. 196.) 
geg und Lü er Bon Ingenieur 
Maner it 40 Abb. (Bb. . 2471 
Pelz Das H., Fe 1 u. ſeine 
Verwendg V. J Ra * f 4755 
Mit 39 Sri alen 
Ogtelweien. Das. Von B. Damm- 
Etienne Mit 30 Abb. (Bd. 331.J 
Hüttenweſen ſiehe Eiſenhüttenweſen. 
Japaner. Die, i. d. e Gi Brst 
r. K. Rathgen. 2. Aufl. (Bd. 72. 
Immunitütslehre f. Abwehrkräfte Abt. v. 
Ingenieurtechnik. 4 Varia d. J. der 
Neuzeit. Von Geh. Regierungsrat M. 
Geitel. Mit 32 Abb. (Sb. 
Instrumente ſiehe Optiſche J. 
Kabel f. Drähte und K. 
Kälte, Die, ihr Weiren, Ihre 8 ung Eur. 
8 Von Aft. 
5 Abb. 285 3144 


Keurmanz. Das Recht des K. Ein Leitfa⸗ 
den f. Kaufleute, Studier. u. Juriſten. 
V. Juſtizrat Dr. M. Strauß. (Bd. 409.) 

9 Angeſtellte. D. Necht d. k. 
A. Von Juſtizrat Dr. M. 9730 

Kinderfürſorge. Von Prof. 8 
Klumker. 9. 920 7 

gr Von Dr. H. Sr 5 an n. 
Mit Abb. 2. Aufl. von Dr. W. Mert E. 

(Bd. 358.) 

ne Die. g Obering. 
a. D. Oberlehrer A. Liebmann. Mit 
85 Abb. (Bd. 322.) 

Kleintierzucht. Die. Bon Bene Be eier 
Joh. Schneider. Mit 59 Fig. i Text 
u. auf 6 Tafeln. tos 604.) 

— ſiehe auch Tierzüchtung. 

Kohlen, Unſere. V. Bergaſſ. P. Kuini 
Mit 60 Abb. i. Text u. 3 Taf. Bd. 396.) 

Kolonialbatanik. — Prof. Dr. F 5 Toba 


ler Mit 21 A 184. 
Koloniſation, N Von A. 3 rens 

ning. (Bd. 261.1 
Konſervierung fiche Desinfektion. 
Konſumgenoſſenſchaft. Die. er 3 

J. Staudinger. d. 222.1 


f. auch Peltkelganbs bewenden, Wirte 
fhaftlihe Organiictionen. 

Kraftanlagen fiche Feuerungsanlagen und 
Dampfleſſel, Dampfmaſchine, ärme⸗ 
kraftmaſchine. Waſſerkraftmaſchine. 

e Die etektriſche. Von 
Ing. P. Köhn. Mit 137 Abb. (Bd. 424.) 

Krieg. i igite d. K. B Prof. Dr. 

K. Weule. Geh. Hofrat Prof. Dr. E. 


Bethe, Prof. Dr. B. Schhmeidler, 
Brot. Dr. A. Doren, Prof. D. P. 
Herre. (Bd. 561.1 


— T .. ——„—. 
Jeder z and geheftet N. . 0 Aus Natur und Geiſteswelt Jeder Band gebunden M. 1. 
Recht, Wirtſazaft und Tedmil 


egsbeſchädigtenfärſorge. n Verbin⸗ 
Piang mit Med.⸗Rat, Oberſtabsarzt u. 
Cheiarzt Dr. Rebentiſch, Gewerbe ⸗ 
chuldir. 9. Bad, Direktor des Städt. 
keen ang Dr. B. Schlot ter heraus- 
gea A 255 Dr 5 t g u rig 1 
tädt. Fürſorgeam ir jegshinter⸗ 
iebene in Frankfurt a. M. Mit 2 Mb- 
E (Sd. 593) 


a talee a 2) 
$ sre, re ebung u 
Paetwenbuna. 8 1 8 Er Marinebaurat 
E. . 2. Aufl. von Ma- 
1 Fr. Schürer. mD. 62 at 
liſti sderne. Bon 79 55 er 
5 Seit Imig.M.18 Abb. (Bd. 476.) 
— f. a. . Verbrecher. 
Kücht ſiehe 5 8 nn 17 pare 
aft. Die. r. a aßen. 
22 Auf. 2 . 15 Abb. u. 1 . 215.) 
— ch Agrikulturchemie, Kleintier 
in A tidtofi, Tierzüchtung; Haus- 
tiere. 1 a 15 8 F: 8 
tſchaftl. Maſchinenkunde. T: 
Er. G. Fiche. 2 Aufl. N. Abb. B16) 
Luftfahrt. Die, ihre e 
Grundlagen und ihre techniiche nr 
lung. Von Dr. R. Nimfü hr, 8 
v. Dr. Fr. Huth. = ae 2 8250 
2 — erm. rof. 
Acre e fer. m. is dn Sè. 3185 
izung und on Ingenieur 
Lance; et. Mit 40 ug N N 
„ Karl. Verſuch einer Einführung 
en r of. Dr. R. Wilbrand. (621.) 
— f. auch Pe 
Maich inen f. Hebezeuge. Dampfmaſchine. 
Landwirtſch. Maſchinenkunde, Wärme⸗ 
kraftmaſch., ee i i 
ti eh.Bergra 575 
Pater. . 5 ape ao 4 
aße und Meiſen. Von Dr 0 
mige f. n v. am . d 
rof. Dr. ame e 
Weben S d. M DT M. ‚ber 15 
üff. u. luftförm. 
Sarper. (B5. 684/686 
— Aufgaben aus der techniſchen M. 
f. d. Schul- u. Selbſtunterr. 10 Prof. 
N. Schmitt. M. zahlr. Fig. Bewe / 
gungsl., Statik. 156 Aufg. u. Söſung en. 
II. Donam. 140 A. u. Löſf. (Bd. 558/559) 
NMeſjen ſiehe Maße und Meilen. 
Metalle. Die. Von Pror- Dr. K. Sarib 
3. Aufl. Mit 11 Abb. Bd. 29.) 
Miete. Die, nach d. BB. Ein ra 
5 F. Aurie, Mieter u. Vermieter. 
B. Juſtizrat Dr. M. Strauß. (194) 
en Das. Gemeinverhänbiich dar⸗ 
eſtellt von a effer 
ge aul. Bit 99 bh Bd. 35. 
Milch, Die, und Ihre Produkte. Bon Dr. 
A. Reitz. Mit 16 Abb. d. ee 


— 


r ee Die nenie 277 1 


ich 2 8 
— fie onfumgengfi Pir 
Fr Sant E ae 
rmiſſenſch. u. Technik. Am fanf. Web⸗ 
ta d. Zeit. ABER ie d. 
Ent. d. N. T. a. 12 P Kuiturleb, 
gan ae u ai 
L u i b. d. 
nannt * Dir. Dr. J. N35 1158. Za 
8 Abb (Bd. 255.) 
SPNA Inſtrumente, Die. Lupe, Mis 
froffop, Fernrohr, photogr. 1 = 
ibnen verw. Inſtr. Von Prof. Dr. 
d. Rohr. 3. Aufl. M. 89 Abb. (Bd. 885 
Organiſatienen. Die Wirtſchaftlichen. ze 
rof. Dr. E. Lederer. d. 4 
Ditmark, Die. Eine Einführ. i rohteme 
Ihrer WVirrſchaftsgeſch. Br, von ‚of. 
Mitfherlid. (BR. a} 
— 5 u. Batentrecht f. Gewerbl. Rechts ch. 
Perpetuum mobile, Das. B. Dr. Eee 
Mit 38 Abb. (BD. 462.1 
Photochemie. Bon Prof. Dr. G. 9 0 m» 
meil 2 Aufl. Mit 23 Abb. i. Tert H 
auf 1 Tafel. d. 227.) 
Photographie. Die, ihre wiffenihaitlien 
Grundlagen u. i Anwendung. V. Dr. O. 
Prelinger. 2 Auf!. en a 414) 
— Die künftleriſche Pg. V. D: War 
Kar Mit Bilderanh. (2 Tafeln). 410.) 
— Angewandte Liebnaber- 3 
ire Technil und izr Ardeitsfeld. Von 
Dr. W Warſtat. Mit Abb. (2d. 535.) 
Vhufik in Küche und Haus. Von 8 Dr. 
H. Speitkamp. M. 51 Abb. 085.478.) 
— Siehe auch Phnſik in Abt. V. 
Voſtweſen. Das. * Kaiſerl. Oberpoſtrat 
C. Sie bliſt. 2. Aufl. (Bd. 182.) 
Mega mach inen. Die, und des Naſchinen⸗ 
rechnen. Von Reg.⸗Rat Dipl. I 981 


417.) 


Lenz. Mit 43 Abb. 
Recht ſiehe Erbrecht. Gewerbl. Rechtsſchutz. 
Kaufm. Angeſt., Urheberrecht, Verbre⸗ 
Sen. Kriminaliſtik. Verfaſſungsrecht. Zi⸗ 


vilprozeßrecht. 

Rechtsprobleme. Moderne. 8 Geb. 1981 
Prof. Dr. J. Kohler. 3. Aufl. (Bd. 12 

Salzlagerſtätten. Die deutichen. Ihr a 
tommen, ihre Entitehung und die Bers 


wertung ihrer Produkte E nduitrie 
unb Landmirifhajt. Bon Dr. &. aisi 
mann. Mit 27 Abb. (Bd. 40 


— ſiebe auch er 
Schiklbau liche Kriegsſchiffe 

S 1 Die. u. d. Sch muckſteininduſtr. 
Dr. A. Eppler. M. 64 Abb. (Bd. 3 76.) 
Soziale Bewegungen und Theorien bis zur 
modernen Arbeiterbewegung. Von ©. 
Maier. 5. Aufl. (Bd. 2. 
— í. a. Arbeiterſchutz u. Arbeiterverſicher. 
ee Geſch. der ſozialiſt. Idern i. 
9. Ir. B. Privatdoz. Dr. Fr. W u d ie. 
2 I. D. ration, Soz. II: Proudhon u. d. 
entwicklungsgeſchichtl. Soz. (8d. 269,2 70.1 


Jeder Band geheftet M.1.26 Rus Hatur und Geiſteswelt Zeder Band gebunden it. 1.50 
Verzeichnis der bisher erſchienenen Bände innerhalb der Wiſſenſchaften alphabetiſch geordnet 


Sozialismus ſiehe auch Marx; Rom, So- Bertaitg. and Verwaltung der aa 
ziale Kämpfe im alten 1 Ab A 7 gt — M. Sch m . 66. 
Sb innerei, Die. 1 Dir. Prof eh-| — Den erfaſſgsr. i. geſchi u 5 8. 
„mung. ME 35 Ab. Bd. 333 wil. B Br B E. b ch . 85.80) 
ä Sie, ihre Chemie u. Techno⸗ Serkehrsentwicklung i. „ 1 3 — bis 
log ie. B. Geh. Reg. Rat Broi Dr. R. Bie 1990 Kortgef. b. 3. Gegenwart). Bora 


>a e z 5 = 3 Aufl. 2 Fig. (286.) Hase chlands . u. 
aat ſiehe innenwa raßen un re twick⸗ 
Statik. Mit SA der Feltigreitslebre. kung und Bernal tung wie en Deneio 


Von Reg.⸗Baum. F dung 5 d. heutige Volkswirtſchaft. Sr 
A. Schau. M. 149 Fig. i. T. (3 1 Prof. Dr. . 28. gog. 4. A Aufl. 935 d. 15.) 
— ſiehe auch 1 Anfg. a. 3 M. RR SE des V. 
Statiſtik. 8. Brot. Dr. S. Schott. die) (Brigatperiicher.). Prof. Dr. phil. et 
Strafe und Berbrechen. Ge ſchichte u. Or- jur. A. Manes. 3 Aufl. (Bd. 105.) 
ganik d. . 5 Strafanſtalts⸗ Baffentechnik jiehe Handfeuerwaffen. ù 
ir. Dr, med. P. Boll Bd. 323.) Wald, Der  Deutihe. V. Prof. Dr Haus⸗ 
Straßenbahnen. Die Klein u. Straßenb. raf h. 2. Afl. Bilderanh u. Kart. Bd. 153.) 
Von Oberingenieur a. D. Oberlehrer Bürmekraftmaſczinen. 


55 
bas Ber ben a . (89.322) | Wen, Bergrat Brot. M R. Pater de 


Tabak, Der, Anbau, * u. Berurbeit. : Einführung in die Theorie u d. Bau 
V. Jac. Wolf. 17 Abb. (Bd. 416.) 8. Gas maſch. 5. Aufl. M. 42 Abb. 55 Ei 
Technik, Die Semia. Von Dr. A. 11910 II: Gas 1 Großgasmaſch., D 
ler. Mit 2 (Bd. 191.) u. Gasturb. 4. Aufl. M. 43 Abb. (Bd. 80.) 
telegraphie. i Tetetgalen⸗ u. Fern⸗— fiche aud Kr 1 
prechweſen. Von Kaiſerl. Oberpoſtrat Wärmelehre, Einführ. 5 techn. (There 
. Siebliſt. 2. Aufl. (Bd. 153.) mobnnamit). Von Grh. "Bergrat Prof. 


— Telegraphen⸗ und Fernſprechtechnik in R. Vater. M. 40 Abb. i. Text. (Bd. 516.) 
ihrer Entwicklung. V. Oberpoſt⸗Inſp. — . auch Thermodynamik. 
H. Brick. 2. A. Mit 45 Abb. (Bd. 2055 Baffer, Das. Von Geh. Pe 
— Die Funkentelegr. V. Telegr.⸗Inf Anſelmino. Mit dt A Er 000 271 
Thurn. 4. Auf. M. 51 Abb. (Bd. 1675 — f. a. Luft. Waſſ., Licht. Wärme Abt. V. 
— fiche auch Drähte und Kabel. Vaſſerkraftmaſch inen. Die, u. d. Aus niga. 
Teſtamentserrichtuna und Erbrecht. Von d. Waſſerträfte V. Rail. Geh. Reg.⸗Rat A 
Prof. Dr. F. Leon bard. (Bo. 429.) ee D N. M. 57 Abb Bd. 228.) 
Thermodynamit. Praktiſche. Anfgalen u. Weidwerk, Das deutſche. B e G. 
Beiſpiele zur mechaniſchen Bärmelehre. Sehr. v. NRordenflydt M 85 136 
Von Geh. Bergrat Prof. Dr. R. Vater, 436.) 
„Mit 4 Abd i. Test u. 3 Taf. (Bd. 596.) | Weinban und Weinbereitung. r p 5 


ſiehe auch Wärmelehre. itt re 
Kisrsünnune. Von Tierzuchtdirektor Dr. m; Samit Menner S Abb. (dd 53: 


Wilsdorf, Mit 40 Abb. im Text t t3 
und 12 Taf. 5. Aufl. (Sd. 369) eder che e Bon Broj 6339 
— ſiehe auch Kleintierzucht. Wirtſchaftsgeſch. ſ. Antike W., Oſtmark. 
Uhr. Die. . rer 


Em IE d. Beit- | Wirtihaftsiehen. Deutſch. Auf geograph. 
meſſg. B. Prof. Dr.- od. 2., 2 
umgearb. Aufl. Mit 2 Abbe i Zo @16) Ban gesch. k * Dr. Gor. Geu 


3. A. v. H. Reinlein. (42.) 
Urheberrecht. Das Necht an Schrift⸗ und be a 
Kunftwerken. Von Nechts ane pr. an gr Sie alete Ben Sa 80 Birt 


— F slebens i. letzten Jahrh. Geh. 
sihes. ed 493.) e Prof. Pr. S. Bohle 3 3 6 7. 
— fiehe auch gewerblich. Rechts e Beor. Dr 5 

Verbrechen. Strafe und 2 rated Ei — Deutſchl. . Ard 2 d. a (85.179 

ganifation d. Gelänaniöineiene. R Straf | V. Prof. Dr. ende 8 N 
enft,-Dir. Dr.med. B. W ol ít. (85.323.) | -m Die Sanener in D. n. 2 f. 488.725 
— Moderne Kriminaliſtik. V. 1 05 Prof, Dr. K. Rathgen. 2.) 
Dr. A. Hellwig. M. 18 Abb. (Bd. 4 Dirtſchaftlichen Organiſationen. Die. Son 
Verbrecher. Die Pſuchologie des V 8 Prof. Dr. E. Lederer. (Bd 4 28.) 
minalpiych.) B. Strafanſtaltsdir. Dr. med. — ſ. Konſumgenoſſ., Mittelſtandsbeweg. 
P. Pollitz. 3. A. M. 5 Diagr. (Bd. 248.) Beinen, Techn. Von Prof. Dr. Horſt⸗ 
. . Abt. I. ma (Bd. 548.) 


Verfaſſg. Grundz. d. B. d en Reiches. Zeitungs weſen. B. Dr. H. Die z. (Bd. 38.) 
B. Geheimrat Prof. Dr. E. Loen ing. Zivilprozeßrecht, Das deutſche. Gd Ju⸗ 
4. Aufl. (Bd. 34.) | ſtizrat Dr. M. Strauß. d. 315.) 


Weitere Bände find in Vorbereitung. 


Druck von B. ©, Teubner in Dreöben 


DIE KULTUR DER GEGENWART 
IHRE ENTWICKLUNG UND IHRE ZIELE 
HERAUSGEGEBEN VON PROF. PAUL HINNEBERG 
VERLAG VON B.G.TEUBNER IN LEIPZIG UND BERLIN 
II. Teil. Die mathematischen, naturwissenschaftlichen und 


medizinischen Kulturgebiete. [19 Bände.] 
(* erschienen, } unter der Presse.) In Halbfranz geb. jeder Band 6 Mark mahr. 


I. Abt. Die math. Wissenschaften. (IBd.) 
Abteilungsleiter u. Bandredakteur: F. Klein. 
Bearb. v. P. Stäckel, H. E. Timerding, A.Voß, 
H. G. Zeuthen. 5 Lfgn. I. Lfg. (Zeuthen) geh. 
M.3.— II. Lfg. (Voßu.Timerding). geh. M.6.— 
I. Lfg. (Voß) geh. M 3.— 

II. Abt. Die Vorgeschichte der mod. Na- 


tur wissenschaften u. d. Medizin. (I Bd.) 
Bandredakteure: J. IIberg u. K. Sudhoff. 

III. Abt. Anorg. Natur wissenschaften. 
Abteilungsleiter: E. Lecher. 

Bd. 1. Physik. Bandredakteur: E. Warburg. 
Bearb. v. F. Auerbach, F. Braun, E. Dorn, 
A. Einstein, J. Elster, F. Exner, R. Gaus, E. 
Gehrcke, H. Geitel, E. Gumlich, F. Hasenöhrl, 
F. Henning, L. Holborn, W. Jäger, W. Kauf- 
mann, E. Lecher, H. A. Lorentz, O. Lummer, 
St. Meyer. M. Planck, O. Reichenheim, F. Ri- 
cbarz, H. Rubens, E. v. Schweidler, H. Starke, 
W. Voigt, E. Warburg, E. Wiechert, M. Wien, 
W. Wien, O. Wiener, F. Zeeman, M. 22.-, M. 24. 

Bd. 2. Chemie. Bandredakteur: E. v. Meyer. 
Allgem. Kristallographie u. Mineralogie. 
Bandredakteur: Fr. Rinne. Bearb. v. K. Engler, 
H. Immendorf, + O. Kellner, A. Kossel, M. Le 
Blanc, R. Luther, E. v. Meyer, W. Nernst, Fr. 
Rinne, O. Wallach, TO. N. Witt, L. Wöhler. Mit 
Abb. M. 18.—, M. 20.— 

Bd. 3. Astronomie. Bandred.: J. Hartmann. 
Bearb. von L. Ambronn, F. Boll, A. v. Flotow, 
F. K. Ginzel, K. Graff, J. Hartmann, J. v. Hep- 
perger, H. Kobold, S. Oppenheim, E. Prings- 
heim, +F. W. Ristenpart. 

Bd. 4. Geonomie. Bandredakteure: I. B. 
Bg. Genlogin H. Bonndorf, 

5. Geologie (einschl. Petrographie). 
Bandredakteur: A. Rothpletz. . 
Bd. 6. e 9 Sa Bandredakteur: 
E. Brückner. r. Hälfte: Allg. Physiogeographie. 
2. Hälfte: Spez. Physiogeographie. 
IV. Abt. Organ. Natur wissenschaften. 
Abteilungsleiter: R. v. Wettstein. 

Bd. 1. Allgemeino Riologie. Bandredakteure: 
+C. Chun u. W. Johannsen, u. Mitw. v. A. Güut- 
hart. Bearbeitet v. E. Baur, P. Roysen- Jonsen, 


P. Claußen, A. Fischel, E. Godlewski, M. Hart- 
mann, W. Johannsen, E. Laqueur, B. Lidforg, 
W. Ostwald, O. Porsch, H. Przibram, E. Rádl, 
O. Rosenberg, W. Roux, W. Schleip, G. Senn, 
H. Spemann, O. zur Strassen. M. 21.—, 1 

Bd. a. Zellen- und Gewebelehre, Morpho- 

logie und Entwicklungsgeschichte. 1. Bo- 
tan, Teil. Bandredakteur: +E. Strasburger. 
Bearb. v. W. Benecke u. +E. Strasburger. Mit 
Abb. M. 10.—, M.ı2.-- 2. Zoologischer Teil. 
Bandredakteur: O.Hertwig. Bearb.v.E.Gaupp, 
K. Heider, O. Hertwig, R. Hertwig, F.Keibel, 
H. Poll. M. 16.—, M, 18.— 
Bd. 3. Physiologie u. Okologie. 1. Bot. T. 
Bandred.: G. Haberlandt. Bearb. von E. Baur, 
Fr. Czapek, H. v. Guttenberg. M. 11.—, M. 13.— 
2. Zoologischer Teil. Bandredakteur und 
Mitarbeiter noch unbestimmt. 

Bd. 4. Abstammungslehre, Systematik, 
Paläontologie, Biogeographie. Bandredak - 
teure: R. Hertwig u. R. v. Wettstein. Bearb. v. 
O. Abel, I. E. V. Boas, A. Brauer, A. Engler, 
K. Heider, R. Hertwig, W.J.Jongmans, L. Plate, 
R. v. Wettstein. M. 20.—, M. 22.— 

V. Abt. Anthropologie. (1 Bd.) 
Bandred.: 4G. Schwalbe. Bearb. v. E. Fischer, 
R. F. Graebner, M. Hoernes, Th. Mollison, 
A. Ploeta, +G. Schwalbe, ca. M. 22.-, M. 24. 
VI. Abt. Die medizin. Wissenschaften. 
Abteilungsleiter: Fr. v. Müller. 

Bd. x. Die Geschichte der mod. Medizin. 
Bandred.: K. Sudhoff. Die Lehre von den 
Krankheiten. Bandred.: W. His. 

Bd. 2. Die medizinischen Spezialfacher. 
Bandred.: Fr. v. Miller. 

Bd. 3. Beziehungen der Medizin z. Volks- 
wohl. Bandredakteur: M. v. ber. 

VII. Abt. Naturphilosoph. u. Psychol. 

Ed. 1. Naturphilosophie. Bandredakteur: 
C. Stumpf. Bearb. v. E. Becher. M. 14.—, M. 16.— 
Bd. 2. Psychologie. Bandredakteur uud 
Mitarbeiter noch unbestimmt, 

VIII. Abt. Organisation der Forschung 
und des Unterrichts. (1 Bd.) 
Bandredakteur: A. Gutzmer. 


IV. Teil. Die technischen Kulturgebiete. [15 Bände.] 


Abteilungsleiter: W.v. Dyck und O. Kammerer. 
Bisher erschien: 
Technik des Kriegswesens. Bandredakteur M. Schwarte. Bearb. v. K. Becker, O. v. Eber- 
hard, L. Glatzel, A. Kersting, O. Kretschmer, O. Poppenberg, J. Schroeter, M. Schwarte, 
W. Schwinning. Geheftet M. 24.—, gebunden M. 26.—. [Band 12. 


Teuerungszuschläge auf sämtliche Preise 30%, einschließlich x0% Zuschlag der Buchhandlung 
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Probeheft mit Inhaltsübersicht des Gesamtwerkes, Probeabschnitten, Inhaltsverzeichnissen 

und Besprechungen umsonst und nostirei durch R. G, Teubner, Leipzig, Poetstr. ; 
N 


ierbau und Tierleben 
inibrem Zuſammenhang betrachtet 


von 
Dr. Rihard Heſſe n Dr. Franz Doflein 
Brofeſſor der Zoologie an der Landwirt» Profeſſor der ul an der Üniverfität 
ſchaftlichen Hochſchule zu Berlin Steiburg i. Br. 
Mit über 1200 Abbild. ſowi⸗ 40 Tafeln in Schwarz⸗ u. Buntdruck 
nach Originalen bekannter Künſtler 

3. Band: Das Tier als feb- 2. Band: Das Tier als Glied 

ſtändiger Organismus des Naturganzen 
Feder Band in künſtl. Original⸗Ganzleinenband M. 27, —, in eleg. Halbfranzband M. 24,— 
„Es ift ein fundamentales Werk, das dem Fachmann als Wegweiſer und Fundgrube, 
dem Laien als wünſchenswerte Ergänzung zu feinem großen oder kleinen Brehm dienen wird. 
ge ganz auf der Höhe der geit ſtehend, ſpricht es eine fo klare Gona 1 5 
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